{ ( {

iy
B

MATEMATICAEGIP(:M

=g

MATERIA: SEMINARIO
PROFESOR: GUIDO VASSALLO

ALUMNAS: ‘AYALA, SILVINA
. WAGEMANS, BRIGIDA

CURSO: F-35. 47 aiio . T. N
ol

7 1999 e

I.N.S.P. U.T.N.

?-..I
Y




Ll

e,
e

h
N

L_:hL_.h

F

ey e £ T e

Tad lal

el Tad

al

=

.

fad fa

B

!.Ju

the BN
_L.h f_h

e

L Lh L L
A3 i e

i

Fo Lk =

e =0 e

R T

Tad

-

LYy

L e R

e B

(R

RN o

e

-t

INDICE

TEMAS PAGINA
Introduccion 1
Breve resefia historica s
leroglificos 3
Introduccion 3
Las cifras jeroglificas 4
[ as fracciones 6
La rapida notacion de los escribas egipcios 8
Operaciones matematicas basicas 14
Suma, resta, producto y division 14
Prooram multiplicacion 17
Ejemplos def programa 21
Program division 28
Ejemplos del programa 32
Papiros 59
Introduccion 39
F] papiro Kahun v el 1eorema de Prtagoras 39
El papire de Rhind 41
The Rhind papyrus 2/n table 42
La tabla 2/n del papiro de Rhind (traduccion) 17
Problemas del papiro de Rhund 52
Histoire des mathematiques 33
Historia de las matematicas (traduccion) 33
Los papiros de Moscn v de Berlin 56
El papiro de Ajmin 57
The Akhmin papyrus . 57
[l papiro de Ajmin (traduccion) 58
El calculo de las fracciones 60
Uit fraction partitions 18
Particiones de fracciones unitarias (fraduccion) 70
Minimizing the denominators of unit fraction expansions 74
Minimizacion de los denominadores de las expansiones
fraccionanas (fraduccion) 78
Programa para separar fracciones 52
Program fraccionar 2 83
Ejemplos 2
La ceometria v arttmética egipeia 103
Conclusion 104
Biblioerafia 103




INTRODUCCION

El gran imperio egipcio se destaco por su cultura v logica, la primera al ser de gran
complejidad, solo podia desarrollarse en donde una gran cantidad de gente fuese capaz de
convivir relativamente en paz y comodidad, compartiendo sus multiples tarcas v sus frutos;
y s¢ estimulase mutuamente.

Toda cultura es tan compleja que no puede ser obra de pequenos grupos, sino de
millares de personas v ellos llegar a un acuerdo para vivir de manera pacifica y armoniosa,

A comienzos del 111 milenio a.c., los egipeios se encontraban en unas condiciones
psicologicas, sociales y economIcas perfectamente favorables para inventar las cifras v la
CSCTTHIA.

De hecho. la civilizacion egipeia cstaba ya muy avanzada, fuertemente urbanizada v
en plena expansion antes del afio 3000 ac.. por razones ceneralmente administrativas y
comerciales. tomd poco a conciencia los limites “hombre-memoria” v ¢l agotamiento de su
cultura exclusivamente oral.

Cada vez fue mayor la necesidad de memorizar el pensamiento y la palabra, asi como
guardar de forma duradera el recuerdo de los recuentos v los inventarios, por lo que
comprendié la necesidad de una esertura y una notacion numeérica, para superar eslos
problemas.

Aunque se incline a creer a los dias del imperio anfiguo como la época de la
formacion de las matematicas egipcias, los primeros documentos hallados datan del impeno
medio v comienzos del segundo milemo a.c., los documentos de este ultimo periodo sefialan
un estado muy complicado de la manipulacion aritmética, lo que lleva a pensar que los
inicios fueron durante el imperio antiguo.

En estos, las insuficiencias tedricas de los medios de calculo. especralmente,
conllevan procedimientos practicos. tablas extensas y dificiles que debieron necesilar una
prolongada y lenta elaboracion.

En los comienzos de la primera dimastia, el sistema de numeracion con todos sus
simbolos llegaba hasta el millon. En la cuarta dinastia se nos revela mensuraciones de
campos logrados de la misma manera que en cl napifo de Rhind, y el area del rectangulo se
da también alli perfectamente. Asf como tambrém la umdad de medida de las areas (hekat),
con sus submiltiplos y las umdades de peso.

Durarite la duodécima dinastia. fue la época que proporciond documentos capitales y
una técnica determinada, como por gjemplo, su uso del sistema fraccionario y proporcional.

Hemos clegido para trabajar en esta monografia, profundizar el tema de
fraccionamiento egipcio, basandonos, especialmente, en el papiro de Rhind.




Capitulo |
Breve resena historica

Egipto, 0. Fgiptos, fue llamado asi por los ariegos. en honor de uno de los hijos de
Bell, de nombre [gipius. Segun Moisés, los egipcios descendian de Misraim, hijo de Cham.
uno de los hijos de Noé por el cual, los hebreos dieron a este pais el nombre de Misraim,
como ain muchos 4rabes lo llaman. Los egipcios se enorgullecen de ser considerado el
pueblo mas antiguo del mundo y de poseer un gran mimmero de inventores en artes ¥
industrias.

El periodo histrico mas antiguo de Egipto, lamado el Remmo Antiguo, es una
cucesion de seis dinastias (primera a sexta) que va desde el 3400 a, C., hastael 2475 a. C.. ©
ceq casi un millar de afios. La primera mitad de este periodo no-cs muy conocida, v cuando
se habla del Reino Anticuo se piensa ante todo en la segunda mitad, (dinastias tercera a
cexta. desde el 2980 a. C. hasta el 2475 a. C.) durante la cual fueron construidas las
piramides, maravillas arquitecténicas creadas por la mente del hombre, que elevaron a
Foipto a su mayor esplendor, las mas conocidas fueron las piramides de Kfmifu, tambien
conocido como Cheops; Khafra, conocido como Chefren; v Meukaura, conocido como
Mycerinos. Durante este periodo la monarquia eaipcia alcanzo con ellos la cima de su poder
v de su prestigio.

La cultura prehistorica egipeia se desarrollo durante la ultima edad de piedra.

Los egipcios disfrutaron de gran reputacién por su ciencia y sabiduria. Tenian dos
tipos de escritura, la wvulgar y la sagrada, formada ésta ultima por las esculturas
representadas por animales y otras extrafias ficuras, a las que se les dic el nombre de
jeroglificos. Los sacerdofes egipclos eran los tmicos poseedores de las ciencias
contemplativas v los encargados de ensefiarlas.

La poligamia estaba perminida: los anlizuos egipcios podian casarse hasta con sus
hermanas, costumbre introducida por los reyes. para que las mujeres no quedaran privadas
eternamente del gobierno.

Se acostumbraba embalsamar a los muertos, para preservarle de toda destruccion
exterior, :

El dia comenzaba entre los egipcios a media noche. Los afios eran lunares. Poseian
un calendario anual.

Los egipcios eran muy supersticiosos, constifuyeron sus principales divinidades,
Amon. Ra. Anubis, Horus, Apis, Isis v Osiris, y objetos de su admiracion el atre, la tierra y
¢l fueeo. Ellos representaron un papel importante para la Biblia.

La cultura egipcia se desarrollaba en los alrededores del rio Nilo, poseian un gran
desarrollo agricola, cultivaban cebada, escanda y hno.

ft



Capitulo 2
Jerogliticos

2.1. INTRODUCCION

Los egipcios mediante la escritura representaban sus ideas. Los muros de los templos
y de los palacios egipcios estaban cublertos con estos caracteres emgmaticos, que durante
tantos siglos fueron indescifrables, y posteriormente vinieron a ser como las paginas de un
aran libro, desparramadas sobre las dos riberas del Nilo. Constituyo6 el sumario de los mas
importantes misterios de la naturaleza v de las invenciones mas itiles del hombre.

Los egipcios que recibian esta educacion, aprendian, primero la llamada cscritura
cfiestolografica, después la jeratica, que empleaban los escribas sagrados, v por ultimo la
jeroglifica, que es ya, por medio de iniciales (simbolica). Entre los caractercs sumbolicos
unos representaban los objefes por imitacion, otros por grupos ¥ ferceros sugerian la 1dea
por medio de signos algebraicos.

Quedaba por determinar, cual era la naturaleza de los signos jeroglificos que no
pertenecian al alfabeto fonético y esto fue lo hecho por Champellion en su "Compendio del
sistema jeroglifico” publicado en 1824,

En el sisterna jeroglifico egipeio se deben considerar en primer lugar dos cosas:

A- La forma material de los signos, la cual constituye tres especies de escrifura: la
jeroglifica. la jeratica v la demotica,

Al-La escritura jeroglifica es aquella que se compone de signos representados
por objetos del mundo fisico, como animales, plantas. figuras geometricas,
etc.. cuyo trazo es lineal o bien enteramente terminado y atn colondo, segin
la importancia del monumento que lleva la inscripeion. El numero de estos
512n0s es cerca de 800.

A2-La escritura jeratica es un sistema abreviado, es decir, una abreviatura de un
signo jeroglifico; por ejemplo, en lugar de la figura entera de un ledn se traza
la parte posterior de esta v por la tanto esta abreviatura conservo el msmo
valor que su escritura entera. Asi la escritura jeratica estaba compuesta del
mismo nimero de signos que la escritura jeroglifica. de la que era una
abreviacién con respecto solamente a la forma de su signo.

A3-La escritura demotica se componia de los mismos signos que la jeratica,

solamente que el nimero de caracteres de la escrifura demotica. empleado
para ¢l uso ordinario de la vida. era menor que la jeratica.
Se ve que las tres especies de escrituras usadas simultaneamente en Egipto.
en realidad no formaban mas que una sola en teoria y que Gnicamente para la
practica se habia adoptado una taquigrafia de signos priminvoes, mmitacion
fiel de los objetos naturales reproducidos por et dibujo vy la pintura.




Estas {res cspecies de escritwra eran de uso general. s embargo, la
jeroelifica se empleaba solamente para los monumentos publicos: pero los
obreros se servian de ella para todos los usos mas COMUNEs. CoOma s ve en
los utensilios y los instrumentos de los profesionales mas vulgares. La
escritura jerdtica o sacerdotal. era la mas particularmente usada por los
sacerdotes que la empleaban en todo lo que dependia de sus atribuciones
religiosas. La tercera especie, en fin, la escritura popular es la mas faeil,
servia para lodos los casos,

Frecuentemente se¢ encuentran las tres escrituras empleadas a la vez en un
MISNO MAnusCrito.

B- El valor particular de cada signo: tanto el figurative, como el simbolico, o el
fonético.

Bi-Los signos figuratives expresan simplemente la idea de un caballo, de un
edn. ctc., que se indican graficamente por la misma figura. El sentido de
estos caracteres no puede dar lugar a ninguna imcertdumbre.

B2-Los signos simbélicos expresan una idea metafisica por la imagen de un
objeto fisico, cuyas cualidades tenian una analogia verdadera. segun los
egipcios, directa o indirecta, segin la idea que debia expresar. Por ejemplo la
abeja era el emblema simbélico de la idea de rey. dos brazos elevados o en
alto la idea de ofrecer u ofrenda.

B3-Los signos fonéticos expresaban los sonidos de la lengua hablada, v en la
escritura egipeia tenian las mismas funciones que las letras del alfabeto ¢n la
nuestra. El nimero de jeroglificos fonéticos se eleva a cerca de 100 y
predominan en los lextos jeroglificos.

2.2 LAS CIFRAS JEROGLIFICAS:

Los egipcios inventaron una escritura y un sistema de enumeracion escrito,
autoctono, desprovisto de toda influencia extraia. Los signos jeroglificos que utilizaron se
extrajeron de la fauna y flora nilotica, siendo esta la prueba que su escritura se desarrollo en
el Tugar,”e incluso los instrumentos v utensilios que en ella figuran eran empleados en
Egipto desde el neolitico antiguo.

Los egipeios reprodujeron sus cifras y jeroglificos esculpiéndolos por medio de un
martillo sobre monumentos de piedra.

La escritura estaba fundada sobre una base rigurosamente decimal,

Desde su aparicién, la numeracién escrita permitia la representacion de numeros que
podian alcanzar y sobrepasar el millon, va que poseia un jeroglifico especifico para indicar



la umdad vy cada una de SLi‘w potencias de 10z 10,

100.000-10° v 1.000.000=10"

100=11F,

1.000=10". 10.000-10",

Al principio, los dibujos y agrupamiento de cifras fueron bastantes primitivos
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Para representar un nimero deseado, los egipcios se limitaban a repetr la cifra de
cada clase decimal tantas veces como hiciera falta. Y para ello, procedian en el orden de los

valores decrecientes, a partir de la cifra de mayor potencia de 10 contenida en el nimero.

A partir del siglo XXVI1I a.c., el dibujo de estos jeroglificos se hizo mas TMINUCIOST ¥
regular. Para evitar la aglomeracion sobre una misma linea de muchas cifras de una rmsma

LIHSE‘ de unidades:
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correspondientes, a menudo se formaron pequefios grupos de dos, tres o cuafro S12N05
idénticos sobre dos o fres lineas superpuestas:
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Representacion de unidades conseoutivas de cada orden decinal de la numeracion jeroglifica cziper

Como podemos observar, este pueblo tenia como base al numero 10, por lo tanto su
cictema de numeracion era decimal. La caracteristica de esta numeracién es la de ser
aditiva. va que se suman los valores de todos los simbolos colocados consecutivamente,
como vercmos en el siguiente gjemplo:

2.3. LAS FRACCIONES:

Para expresar las fracciones de numeros, los egipcios se servian en oeneral de
jeroglificos de la boca, colocandola por encima del mimero que actia como denominador,

= & ™ & o
joe IR god i [ l@)
1 1 il 23 X
3 5 E 10 H60

Cuando el denominador no cabria entero bajo el signo de la boca, escribia el

excedente a continuacion:
an O <<
it AA 22
Cierlas fracciones, como 1/2. 2/3 v 3/4. cran representadas mediante signos

especiales.
Para 1/2 se empleaba simplemente el jeroglifico siguiente:

;Ema'];‘

g



Para 2/3:

Para 3/4

A excepcion de las dos tltimas expresiones, los egipeios 1o conocieron fracciones de
3/5, no escribian

o

numerador distinto de la unidad.
Para expresar por cjemplo, ¢l equivalente de nuestra [raccion

1/5+1/5+1/5. si no que la descomponian cn una suma de fracciones con 1 como numerador:

3/5=1/2+1/10
g3 =g
% —_—

Para las medidas de capacidad, los egipcios se servian de una curosa notacion.
diferente de la precedente, que permitia indicar fracciones. Esta notacion empleaba las

diferentes partes del ojo pintado del Dios-Halcon Hors:

—l
ey

=

Comd los submultiplos mas usuales eran sucesivamente, el medio, el cuarto, ¢l
dieciseisavo, el treintadosavo y el sesentaicuatroavo. Esta notacién consistia en
descomponer el oudjat (ojo egipeio) en seis partes, después en atribuir a cada una de ellas

una de las seis fracciones: 1/2, 1/4, 1/8, 1/32 v 1/64.

Es decir
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2.4, LA NOTACION RAPIDA DE LOS ESCRIBAS EGIPCIOS!

Los egipcios artesanos de la piedra usaban el sistema jeroglifico esencialmente para
indicar los nitmeros enteros sobre sus diversas inscripciones monumentales. Pero este
sistemia no era el que los escribas empleaban habitualmente. Para sus diversas cuentas.
enumeraciones. inventarios, nformes vy testamenios, igual que en sus documentos
administrativos, juridicos, econdmicos, literarios, magicos, religlosos, matematicos v
astronomicos, se sirvieron frecuentemente de la notacion Hamada hieratica.

De hecho. los minuciosos dibujos de los jeroglificos respondian a fines decorativos,
tenian un caracter solemne y se prestaban bastante mal a una notacion rapida.

También los escribas. desde la época de las primeras dinastias fueron simplificando
o] trazo hasta desembocar en auténticos signos cursivos, a los que los autores dieron el
nombre de signos hieraticos.

De la misma manera, las cifras hieraticas para 20 y 30 se distinguian de la decena por

uno o dos rasgos suplementarios.
A continuacion se mostrard esto mediante unas figuras ilustrativas:

L R
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CLFRAS HIERATICAS DE LAS UNIBABES
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Capitulo 3 |
Operaciones matematicas bésicas

3.1, SUMA, RESTA, PRODUCTO Y DIVISTON:

l.a suma y la resta no presentan dificultad alguna: para la primera, basta con
superponer las representaciones cifradas de los nitmeros que se quieren sumar, y despues
agrupar (mentalmente) las cifras idénticas, reemplazando cada diez signos de una categoria
por la ¢cifra de la clase decimal inmediatamente supenor.

Por ejemplo, para sumar los nimeros 1.729 y 696 se superponen las representaciones
cifradas correspondientes. Después se apgrupan mentalmente las barras verticales, las asas,
las espirales y las flores de loto. A continuacion, cada diez trazos se reemplazan por un asa;
diez asas, por una espiral: diez espirales, por una flor de loto. y asi sucesivamente.

Reemplazando todas las operaciones, obtenemos el siguiente resultado:

i 1 9999
|.729 11l n 9%9 I

696

= 7.425 illll nn 9999 II

Los egipcios también sabian obtener inmediatamente el resultado de la muluplicacion
o de la divisién de un namero por 10: bastaba con remplazar en la escritura del numero
correspondiente cada simbolo por la cifra de su décuplo en el primer caso y por el de su
décima parte en el otro.

El numero (= 1.464 multiplicado por 1O,

nann 99
HNNN 929

4 Iy 400 1.08KF

queda automaticamente sustituido por el siguiente(=14.640):

M 5351331

4000 10D

Pero para la multiplicacion o la division de los demas numeros procedian de otra
manera; como no sabian multiplicar o dividir directamente mas que por dos, solian hacer
duplicaciones sucesivas (o series de multiplicaciones por dos).



Efectuaremos las multiplicaciones como glempio:
128 por 12:

Base | 12 multiplicador
2 24
4 48
8 96
16 192
32 384
54 768
128 1536
84 por 13:
Base | 15 multiplicador
2 h1¥
[4 GO
5 120
[16 240
32 480
[64 S60]

Pero como el multiplicando 84 no aparece esta vez en la columna de la izquierda,
prosigue la duplicacion hasta el momento en que obtiene un nlimero mas grande que 84. Asi
se detiene en 64, en la columna de la izquierda, v busca en ella los niimeros cuya suma sea

1zual a 84,

1 15
2 30
[4 60|
8 120
|16 2401]
32 480
|64 960 ]

Sumando los niimeros marcados obtenemos:

84 x 15 = 960 +240 +60 = 1260

369 por 19:

[ 19]
> 38
4 76
g 152
(16 304]
32 608]
(64 1216]
128 2432
(256 4864]



Pero se detiene en 256 en la columna de la izquierda. pues la duplicacidn siguiente
daria 512, que es una cifra superior al multiplicando 369, Luego buscando en esta misma
columna los nameros cuya suma proporcione ¢l multiplicando 369 y realizando la suma
correspondiente obtenemos el resultado buscado.

369 x 19 = 4864 +12160+6080+304+19 =701

La multiplicacioén egipeia es, de esta manera, relativamente simple y puede hacerse
sine recurtir a las tablas de multiphicar.

l.a division se hace. igualmente, siguiendo las duplicaciones consecutivas, pero el
procedimiento se efectta en sentido mverso.

1476 /12:

Para ello. plantea la operacion, como si fuera una multiplicacion por 12, escribiendo
el nimero 1 en la columna de la izquierda v 12, el divisor. en la columna de la derecha.
Después duplica sucesivamente cada uno de los numeros:

(1 12]
2 24]
4 18
E 96]
(16 192]
32 384]
(64 768]

Se detiene en 768 en la columna de la derecha, pues la duplicacion siguiente
proporcionaria un namero superior al dividendo 1476, Luego reafiza multiples ensayos en la
columna de la derecha para encontrar los nimeros que sumados, den este dividendo.

1476 /12 = 64+32+16+8+2+1 =123

Naturalmente, este meétodo solo se puedel aplicar cuando el dividendo es un multiplo
del divisor. Pero cuando la division no es exacta se recurre a las fracciones del namero
siguiendo unos procedimientos.

'os métodos de calculo egipcio de los faraones tuvieron el mérito de evitar a los
calculadores recurrir a la memoria; para multiplicar o diaidir, basta con saber sumar y
multiplicar por dos. Sin embargo, carecieron de flexibilidad y de unidad, eran lentos y muy
complejos en comparacion con nuestros medios actuales.

Seguidamente, mostraremos dos programas confeccionados en Pascal. donde
desarrollamos estos dos iltimos métodos aqui analizados. "

11



TR R

(*Este programa multiplica niuneros naturales como lo hacian los Egipcios™)

uses cri.printer;

tvpe

vector= array[01..30] of longint;
vectorb= arrav[01..30] of boolean;
VAT

ab.c.x,v.d,r,m naux: longint;
vecta, vecth:vector;
marca:vectorb;

archivo:text;

procedure imicializar (var vecta,vectb:vector,var marca:vectorb):
(* Este procedure inicializa con ceros a dos vectores y con false a otro *)
var

z:lonuint;

begin

for z.=1 to 40 do

bepm

vectalz|.=0;

veothjz] .=

marcalz]:=false;

end;

end;

procedure cargar (var x,a.b:longmt;var vecta, vectb:vector);

(* Este procedure carga a dos vectores en sus primeros lugares, carga a ambos con un 1 en
uno, v con el naimero mayor de los niimeros de entrada en el otro. Luego los va recorriendo,
v los completa con duplicaciones de los casilleros anteriores, hasta que el contenido del
vector que comienza con 1, s¢éa menor o igual que el dato de entrada mas pequefio™)

var '

v.c, 7 longint;

begin
z.=1;
x:=0;
vecta[z]:=1;
vectbfz):=b;

while (vecta[z] <= a) do
begin

z=z+l;
vecta[z]:=2*vecta]z-1];
S

end;

for z=2 to x do

begm
vectb[z]:=2%vecth]z-1];

=
-
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end;
end;

procedure caleular (var n.xa,bilongint;var vecta, vectbivectorvar marca:vectorb);
(* Este procedure recorre a los dos vectores ya cargados y hace las operaciones necesarias
con sus confenidos, hasta obtener la solucidon buscada *)
WVar

zm rlongint;

beamn

=0

n:=0;

ZiTK;

r=a-vecta[z];

if (+—-0) then

beon

marcafz]:=true;
n.=vecth|z];

end

clse

beoin
m:=m+vectafz]:
n:n+vectb[z]:
marcafz]: =true;

while (r<=0) do
besin

if (vectalz] <= 1) then
bemn
m,=m-+vectalz];
n:=n+vecth|z];
marcalz]:=true;
I:=a-m;

end

else

beain

7:=z-1;

end; °©

end;

end;

end;

procedure muestra (var vecta, vectb:vector;var muestra:vectorb; var a.b.x n:longint).
(* Este procedure muestra en pantalla y provoca la salida por impresora *)

Var

Znteger.

1zq.der.fin: char;

begin

for z=1 to x do

begimn



if (marca[z]=true) then

beam

1Z.= 7,

115

end

clse

begin

EG =

der:="";

end:

writeln (izq,vecta[z]:6,vectb|z]:20,der A

writeln (lst.’ ':izqu-'{:-:ta[z];fi,vectb[z]:Eﬂgdtr:E];

end:

writeln (1st);

writeln (Ist,!  '.'Sumando todos los nimeros niarcados con "#", se obtiene: a);
writeln (Ist, 'y, sumando los que estan marcados con ™", se llega al resultado’):
writeln (1st).
writeln (st
end:

r

kb=t ng

BEGIN (#*del programa principal™® )

clrser;

textenlor (7)

aurx;=0;

writeln (Ist);

writeln (Isf);

writeln ( "MULTIPLICACION EGIPCIA DE NUMEROS NATURALES";
writeln (Ist,”  ,'MULTIPLICACION EGIPCIA DE NUMEROS NATURALES'):

1t ' s i £  oghkkEkEEAEE FR  FEFRFEEEFERER
writeln [151:' T T T T TR B o g

hﬁﬂk-’rﬂ%ﬂiiﬁﬁﬁaﬂ‘«h#ﬁ”}
¥

writeln;

writeln (1st);

writeln (¢ ','Ingrese un namero natural: ");
write (Ist,”  7/Ingrese un niimero natural: );
readln¥a);

writeln (lst, a);

write (' Ingrese otro numero natural: '},
write (Ist,) ', 'Tngrese otro numero natural: ")
readin (b):

writeln (1si, b):

writeln (Ist):

writeln (1st):

if (a>b) then (¥ procedimiento para asegurar la entrada de los datos en los vectores *)
begin

Aux:=a;

a:=b;

bh=aux:




end:

imcializar{vecta vecth,marca);
cargar(x,a.b,vecta, vecth),
calcular(n.x.a,b,vecta,vectb, marca);
texteolor (7);

muesira { vecta, vecth,marca.a.b.xn);
writeln (‘pulse enter para sahir');
readln;

writeln (Ist);

writeln (1st);

writeln (Ist, o
e e T Tl T T it rr ot b bttt bbbl bt

b

AR R R AR
writeln (Ist);

writeln (1st),

End.




3.2.1. EJEMPLOS DEL PROGRAMA.

MULTIPLICACION EGIPCIA DE NUMEROS MNATURALES

ok dkd Rkt FERFFEERE Fw kA Ahr AEkFAEw LA

INGRESE UN NUMERC NATURAL: 128
INGRESE OTRO NUMEERC NATURAL: 12

1 128

2 256
L 4 512 *
# 8 1024 *

SUMANDO TODROS LOS NUMEROS MARCADOS CON "#n, 3B OBTIENE: 12
Y, SUMANDC LOS QUE ESTAN MARCADOS CON "+'", SE LLEGA AL RESULTADO

12*%128= 1536

e e Y Tt N R - - - R R N R I T e i S S R R e e i e e e

MULTIPFLICACION EGIPCIA DE NUMEEQS NATUHRALES

XEkEXhkEXXATFhkkExdhd®x HEEAFExFd FF FErTdIddr Hdohdbdbwik

INGRESE UN NUMERO MNATURAL: B4
INGRESE OTRO NUMERQ NATURAL: 1%

= 1 B #*
B 2 168 +
i 4 336 * !
i 8 672 % '

SUMANDO TODOS LOS NUMEROS MARCADOS CON "#", S5E OBTIEHE: 15
Y, SUMANDC LOS QUE ESTAN MARCADOS CON "+*",  SE LLEGA AL RESULTADO

TE*gd=T3a(]

FEEEEEET AT F AT E AT F L T T A A ARy r R A AR A A A b AT A AT AT A A A A A AR A AR AR A AR ARk




MULTIPLICACION EGIPCIA DE WUMEROS NATURALES

dddkdkhk bt i r e i hd FERFFEE bk khkkrFA R R EETFEEAAN

ITNGRESE UN NUMERO NATURAL: 1234
TNGRESE OTRO NUMERQO NATURAL: 4286

1 L2886
# 2 BE72 ok
4 17144
8 34288
I 16 GR5T7E ¥
32 137152
# G4 274304 *
# 128 548608 *
256 1097216
512 2194432
¥ 1024 4388864 ¥

SUMANDCO TODOS LOS NUMEROS MARCRDOS CON "#", SE OBTIENE: 1234
Y, SUMANDCO LOS QUE ESTAN MARCADOS COM "*1U, SE LLEGA AL RESULTADO

1234*4286= 5283924

-h'*'-Jr-J.--.i.--.l.--.In.--.I._--.lr'-Jr'*!r*kiiii#*w*ﬁri‘*t**'Jv.":i.".l'.".i:'.l.':.lc:':-.t'**J:"Jr*t####tt‘kﬂ:‘#*#***1‘::‘:*’******:':*"*""-"-"-’

MULTIPLICACION EGIPCIA DE NUMEROS NATURALES

ek ErEEEk kA kb hkEkk FEITELETFE Hh kEkErwwrd dFhkkkkkk

INGRESE UN NUMERC MNATURAZL: 14835
INGRESE OTREC NUMERC NATUERAL: 325

= 1 14895 =
2 28790 :
# 4 Q580 * ‘
a 119160
16 238320
32 476640
# £4 " 953280 =
128 1806560
& 256 IR13I120  *

SUMANDO TODOS LOS NUMEROS MARCADOS CON "#", SE OBTIENE: 325
Y, SUMANDO LOS QUE ESTAN MARCADOS CON "*", SE LLEGE AL RESULTADD

125+*14825= 4840875

'i:";‘:"*‘i".i.".i:'.'-:-.i:'*‘**iii’*ﬁ**t*'J."J::i:"#"J:“:i:'*tt:l;'!."a':"!’*!:'.'.'i*w***ttﬂ:*‘*‘i‘*t***i‘**ii*********

T




MULTIPLICACION EGIPCIA DE NUMEROS NATURALES

FErdrErkhkhk Ak F A Ak FE FEhAAkETEF OFE AR AT AETEE *hkhhhhkEkEh K

INGRESE UN NUMERO NATURAL: 5400
INGRESE OTRO NUMERC NATURAL: 2300

1 5400

2 1800
# 4 21600 ¥
# 8 43200 *
5 16 26400 ¥
- 22 172800 >
# 64 345600 %
G 128 691200 *

256 1382400

512 2764800

1024 5529600
# 2048 LIRSS Z04) F

SUMANDO TODOS LOS NUMERCOS MARCADOS CON "#", SE OBTIENE: 2300
Y, SUMAZNDO LOS QUE ESTAN MARCRDOS CON "**, SE LLEGA AL RESULTADO

2300%5400= 12420000

-k'.l:-.lv:'#"#*“k****tt-.i.--.l:"k'*J:'*!r*k'k-k'ﬁ't'.i:-.I.-';l-'J:”Jrﬂl:t-j;"a':'*15:".'.".ll:-.'t'-.'q'#*************ﬁw**it*#'k‘**i'i'.*'

MULTIPLICACION EGIPCIA DE NUMERCS NATURALES

ok kb dkdkkkdt bk dk kkkkkhkdt dwd kA EERAAR EEk R Rk EE

THGRESE UN NUMERO NATURAL: 16
TNGRESE OTRO NUMERD NATURAL: 3680

& 3e80

2 7360

4 14720 _

8 29440 :
® i8] 58880 *

SUMANDO TODOS LOS NUMEROS MARCADOS CON u#'", SE OBTIENE: 16
Y, SUMANDO LOS QUE ESTAN MARCARDOS CON "*71, SE LLEGA AL RESULTADO

16*%#3680= 58880

******f***fi*i****i’*ttt'Jr":l:'*:t'tt-.'u:'-.'c'%’i’i’i#t#ﬁ'**i‘**t*#*‘k*ti****i‘***‘#i’i‘**t

MULTIPLICACION EGIPCIA DE NUMEROS NATURALES

ek F Ak T FTRFFAAART FEEFFAEAF Ew kAt Fy TEETETFAELL

INGRESE UN NUMERC NATURAL: 123
INGRESE OTRO NUMERCQ NATURAL: 321

| )
L



# 1 .30

£ 2 642 *
4 1284

3 2] 2568 ¥

# 1& 5136 *

i 32 10272 0N

# 64 20544 %

SUMANDO TODOS LOS NUMERCS MARCADOS CON nipn SR QBTIENE: 123
¥, SUMANDO LOS QUE ESTAN MARCADOS CON "+", SE LLEGA AL RESULTADO

123*321= 39483

*i‘*‘#*‘**ti‘#***t****:‘:i**‘f*tt’*"ki‘*i‘ri#‘#‘Jt"Jl.‘i".Fr‘i:"!:"‘k'i.'*#*****fi’**’*f**#**’t#ﬁf**

MULTIPLICACION EGIPCIA DE NUMEROS NATURALES

ek kb kEF A A A AT ETEEFRETIE LW FEEEEFE FEEEEFEALE

INGEESE UN NUMERO NATURAL: 9800
INGRESE OTRO NUMERQ NATURAL: 8800

1 9800
2 19600
4 39200
# 8 78400 F
16 156800
3 313600
- G4 627200 F
128 1254400
256 2508800
¥ 512 5317600 *
g 1024 10035200 *
2048 20070400
409% 40140800
# 8182 80281600 *

SUMANDO TODOS LOS NUMEROS MARCADOS CON nign QR OBTIENE: 9800
¥, SUMANDD LOS QUE ESTAN MARCADOS CON "1, SE LLEGA AL RESULTADO

9B00*9800= 96040000

‘J:'*'Jr'k'.'l:"h"!t"Jl.".i:'.i:-.i.-'.t"#"ki".l'rt#**twi#*iii:‘:*********ﬂ::&**i‘tt’*ii’ti’i'ﬁﬂrii—**'ﬂr**#**’ti*

MULTIPLICACION EGIPCIA DE NUMEROS NATURALES

ek kFER AR AERRT FTEERAIFEL kb TEkFF Ak LT KEEFFRAETEE

INGRESE UN NUMERO NATUERAL: 1
INCGEESE OTRC NUMERQO NATURAL: 1

24



S LS T e

& 1 q. *

SUMANDO TODOS LOS NUMERCS MARCADOS CON "a#", S5E OBTIENE: 1
Y, SUMANDO LOS QUE ESTAN MARCADOS CON "*1, SE LLEGA AL RESULTADQ

Fwli= 1

ii##*********t*********w*itiii#i***t**i*t#t+tt#w******************

MULTIPLICACION EGIPCIA DE NUMEROS NATURALES

bk EE bk ik kb ke k Tk EFEkk dd TEFFAAAKE *kkdkEd AR

INGRESE UN NUMERO NATURAL: 100
INGRESE OTRO NUMER(Q NATURAL: 300

300
00
1200 *
2400
4800
9600 *
19200 *

#
£

T N T S Y O A I B

o A

SUMANDO TODOS LOS NUMEROS MARCADOS CON ngn  SE OBTIENE: 100
Y, SUMANDO LOS QUE ESTAN MARCADOS CON "+, SE LLEGA AL RESULTADO

100*300= 30000

'.ll."h"k‘*"J:"Jri::ir:':#'#'ﬁ'ttttu‘r**i‘*ti*****t***“k’*i*:’r*#****:‘: R T E k& ik i

MULTIPLICACION EGIPCIA DE NUMERCS NATURALES

Fhdh ek kA A AR R AR kEFFRER R Ak kk R E e

INGRESE UN NUMERO NATURAL: 1234
INGRESE OTR(O NUMERD NATURAL: 6453

3: 6453
# . 12806 *
4 258172
8 51624
I 16 - 103248 *
s 206486
E 64 412992 *
# 128 B25%84 *
256 1651968
512 3303536
#1024 6607872 *

CUMANDC TODOS LOS NUMEROS MARCADOS CON "#", SE OBTIENE: 1234




Y, SUMANDO LOS QUE ESTAN MARCADOS CON "*", SE LLEGA AL RESULTADC

1234*6453= 7963002

B e R R R E R R E e R E R+ A A S S R A A R Rt R

MULTIPLICACION EGIPCIA DE NUMEROS NATURALES

kA bk TR EEE Fhkkkodkdd ww HAFEAELE dkwkk Rk

INGRESE TN NUMERC NATURAL: 12 .
INGRESE OTRO NUMER(D NATURAL: 16

1 16

2 iz
# 4 64 ¥
#* & 128 *

SUMANDO TODOS LOS NUMERCS MARCADOS CON "#', SE OBTIENE: 12
Y, SUMANDO LOS QUE ESTAN MARCADOS CON "*", SE LLEGA AL RESULTADO

La®EI b= TH3

11:'*'.i."l-.'i.".|l.'i'-.i.--.'l.--.i.-';l:"i"!.-":t'*i‘*t#ttt:‘::.':-.&':'c";l:":l:"J!".l.'*Jl:'.l.".ll.".i:'.l.'-.ll.-i"ir';'-‘Jr'*'*Jrkittt*t*t**ﬁ*******#**ﬁ'*

MULTIPLICARCION EGIPCIA DE NUMEROS NATURALES

Frmrrhdhkdrhdbobd TEFEFFEE vk EXTEFFFE ek khk A

INGRESE UN NUMERC NATURAL: 274ED
INGREESE OTRO NUMERQ NATURAL: 425

# 1 27489 *
2 54978
4 109956

i 8 219912 #
16 439824

# g5 879648 *
654 1759296

# 128 3518592 ¥

4 256 7037184 *

SUMANDO TODOS LOS NUMEROS MARCADOS CON "#", SE OBTIENE: 425
¥, SUMANDO LOS QUE ESTAN MARCADOS CONM "+", SE LLEGA AL RESULTADO

425*27489= 11682825

'1"#**#:&#*1&'##'&'**1&***#:‘:1‘::'r'i;'**'J:"Jr'.ir:i:'.i:'.ir‘ir'#**w****ii**ﬂ:*******t***:’r******:‘:’#‘#
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MULTIPLICACION EGIPCIA DE NUMEROS NATURALES

T & B i ke dkFkEE Rk kk FkkETERAE FE kT EFAHAA

INGRESE UN NUMEROQ NATURAL: 1047
INGCRESE OTRD NUMERD MATURAL: 46

1 1047
# 2 2094
i 4 4188 *
f & 8376 ¥
16 16752
# 32 33504 %

SUMANDO TODOS LOS NUMEROS MALRCADOS CON "£", SE ORTIENE: 46
¥, SUMANDO LOS QUE ESTAN MARCADCGS CON "*", SE LLEGA AL RESULTADO

A6*%1047= 48162

'Jl."k'.'l.".-':":i:'ﬂ.".i:-.'t".i;'*k'.ll.".ir'al;'*I*t**t*'ﬁ'J:'ﬂ:".ll.'i";lz'*ﬂ:#*t‘k*#*ti"ﬁ*i'i:**i’*i:t ﬁ*ﬂ:#**i’i"ti**i‘i:‘*‘*t*



3.3. PROGRAM DIVISION (LOY:

(*Este programa divide niimeros naturales como lo hacian los Egipcios™)

uses ort,printer;

ype

vector= array[01..30] of longint;
vectorb= array[01..30] of boolean;
Var

a e y.d.rm,naux,z: longint;
vecta, vectb: vector,

marca:vectorh;

archnvo:text:

procedure inicializar (var vecta vecth:vector;var marca:vectorb)

(* Este procedure micializa a dos vectores CON Cerosy a otro con false *)
var

z:longint;

|

begin

for z=1 to 40 do

begn
vecla[z]=0:
vecth|z]: =0
marcafz]:=false:
end;

end:

procedure cargar (var x.a.b:longint;var vecta, vectb:vector): |
(* Este procedure carga a dos vectores. a uno lo comienza con un Iy al otro lo inicializa
con el dato de entrada menor. Va generando en ellos duplicaciones sucesivas hasta que el
vector que contiene ¢l dato menor llegue a ser menor o igual que el otro dato *)

var :

v.c,z: longint;

begin

z:=1;

x:=0;

vecia[z]:=1;

vecth]{z]:=a;

while (vectb]z] <= b} do

begin

7=zt

vectb[z]:=2*vectb[z-1]:

x=xt1;

end;




for z=2 to x do

beem
vecta[z]:=2*vecta[z-1];
end;

end,

procedure muestra (var vecta,vectb:vector:var marca:vectorh; var a_b,x.n:longint);

(* Este procedure muesira por pantalla y provoca salida por impresora. Para esto recorre dos
vectores v. si el castllero correspondiente a sus posiciones esta marcado con un "true” en un

tercer vector, lo emite *)

var

Z.nteger;

izq.der.fin:char;

begin

for z.=1 to x do

beam

if (marca[z|=true)then

begin

Ve o

depr=>%

end

else

begin

z="

der="";

end;

writeln (1z2q.’ ' vecta[z]:6,vectb[z]:20.der);
writeln (Ist.”  '.izg,vecta|z] -6, vectb]z]:20,der);
end;

writeln{lst):

writeln(lst.,' ', 'Sumando todos los nimeros marcados con “#", s¢ obtiene el resultado');
writeln (Ist, 'y sumando los que estan marcados con " La),

writeln (1st);

writeln (Ist, b)/'a' =" nk

writeln (' \b,' /%8’ = n);

end;

BEGIN (*de programa principal®)

clrser;

textecolor (7);

aux:=0; 5

writeln (1, 'DIVISION EGIPCIA DE NUMEROS NATURALES');

writeln (1st.!  DIVISION EGIPCIA DE NUMEROS NATURALES');

":"lrr]'it['_',].ﬂ ('151- ';*ﬁ%#ﬂﬁi#%-‘?éﬂk SRRk RN EEEF EREEEAEREERRER ####**#h’f!{fﬂtﬂkﬁfﬁﬂ##”}:
writeln (Ist):

writeln;

writeln (1 Ingrese un numero natural: ');

readln (a);

29




writeln (Ist,)  ,'Ingrese un numero natural: ', a);
write (* VIngrese ofro numero natutal: '}
readin (b);

writeln (Ist,  ''Ingrese otro numero natural: ",b};
if (a=h) then

begin

aux.=a,

a:=h;

h:=aux;

end;

iﬂi{:iEl1‘1;5’,31'{_1-’&Cl’ﬂ:‘fﬁﬁ‘[h?n‘tﬁi't:H};
caroar(x.a,b,vecta, ve cth;

(* ¢l procedimiento que siguc, calcula la solucién. para esto recorre ambos vectores y opera
con sus contenidos siguiendo algunas condiciones *)

m:={};
=0
A

r:=b-vectb[z];

if (r=0) then

beom

marcalz]:=true;
n:=vectalz]:

muestra{ vecta, vecth,marca,a,b.x.n});
end

else

begin

m:=m+vectb[z]:
n;=n+vectalz};
marcalz]:=true;

while (r==0) and (z=0) do
begin

if (vecth[z] == r} then
begin

m;=m+vectb[z]:
n:=n+vectafz];
marcalz]:~true;

r;=b-m;

end

else

begin

72 =71

end;

end;

1f (z=0) then

beoin

writeln('  "'El resultado de la division no es un niamero natural'):



writeln (Ist.”  'El resultado de la division no es un numero natural’}:
end

clse

begn

muestra (vecta, vectb,marca,a,b,x.n).
end

end;

writeln (‘Pulse enter para salir').
readln;

writeln (Ist).

writeln (Ist);

= ¥
writeln (1st,
###*#$¢*$*#ﬁ%$$$$#***#$3$tt$###$$#¢#$$$**$$*¢$*¢##$$xv*#*$$*##$$$$¢#¢$*$$$

HoE HE #$$$$$#$$$*:&$$$$1}:
writeln {(1st);

writeln (Ist);

END.

Tad
i




33.1. EJEMPLOS DEL PROGRAMA.

DIVISION EGIPCIA DE NUMEROS NATURALES

Far kbt bt FwddkEAEE Fdh dhkEETEEET A EhEETRER

INGRESE UN NUMERO NATURAL: 1476
INGRESE OTREO NUMERQ NATURAL: 12

T 1 12
# 2 24*
4 48
# 8 Sg*
1 16 192%
¥ 32 384+
H 64 T68%*

SUMANDO TODOS 1L.OS NUMEROS MARCADOS CON "#v, SE OBTIENE EL RESULTADO
Y SUMANDO LOS QUE ESTAN MARCADOS CON "*": 12

1476 / 12 = 123

R T R TI TE R ol S  Y R R e  E  e

DIVISION EEIPCIA DE NUMERCS NATURALES

khkdrdFEkExd dehkhkddkdk *TFH FThhkhkhkdkd TEFEXTEAT XX EEXE

THGREESE UN NUMERD NATURAL: 124

TNGRESE OTRO NUMERO NATURAL: 2

2

f‘:]_'al:'

8*

1l6* .
30 % |

B4 *

Bud Oy 00 W bk =

= = i i 2l o
el |

SUMANDO TODOS LOS NUMEROS MARCADOS CON "#", SE OBTIENE EL RESULTADD
¥ SUMANDG: LOS QUE ESTAN MARCADOS CON "#*#: 2

124 /2 = G2
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DIVISION EGIPCIA DE

w® ok EwEEE kExEERE kk

NUMERQS NATURALES

=k FkEAEE T e e

INGRESE UN NUMERO NATURAL: 1476

INGRESE OTRO NUMERC
3 1
-

2
4
# 2!
# 16
# %2
£ 64

cUMANDO TODOS LOS NIMEROS MARCADOS CON g
v SUMANDO LOS QUE ESTAN MARCADOS COM "*x%:

1476 [/ 12 = 123

*’*t#*#*’*i#*i?tt**ii‘i*t***#i‘ii'kt*t#**i’!i

DIVISION EGIPCIA DE

khkkkhkkrd HEEFHFEX T w

NATURAL: 12

12%
Z4*
48

Qe ¥
oW
384%
TeE*

NUMEROS NATURALES

FEEERFE EkkERERE

INGRESE UN NUMERC NATURAL: 768

INGRESE OTRO NUMERO

PN s o B R LS O

o Y

4

NATURRL: 12
12
24
48
06
192
384
TeE*

. SE OBTIENE EL RESULTARDGC
12

***i‘k**“kt*ti**‘#‘*ii‘*:’:'ﬂr***tt‘k’

SUMANDD TODOS LOS NUMEROS MARCARDOS CON ngn SR OBTIENE EL RESULTADO

v SUMANDC LOS QUE ESTAN MARCADOS CON "*":

768 / 12 = B4
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DIVISION EGIBCIA DE

sk FEEE AR Kk kkkkk Kk

NUMEROS NATURRLES

#HFEEEE kok ok dkoE kTR

THGRESE UN NUMEROU NATURAL: 10000

INGRESE OTRO NWUMERO
i &
2

e __.# ‘,1

8

1&

H 32
E: G4

MATURAL: 100
100
200
400%
800
1600
3200%*
56400*

i

*ii*i’t#*ii‘**i‘*t#*t**t#*t'#!".i:'k'*:l:

SUMANDO TODOS LOS NUMEROS MARCADOS CON ngr SO QBTIENE EL RESULTADO

v SUMANDO LCS QUE E

STAN MARCADOS CON "*%:

100

- )
et




10000 / 100 =

100
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DIVISION EGIBCIA DE NUMEROS WATURABLES

P e R

*EFhE

o T B . * Ak ko khk

INGRESE UN NUMERO NATURAL: 201865

# 1
# p
4

+ g
# 16
32

# £4
128

& 256
¥ 512
STUMAND

v SUMANDO LOS QUE ESTAN MAR

TNGRESE OTRO NUMERC NATURAL: 235
1

235%
470%
940
1880*
3760%*
7520
15040%*
30080
60160*
120320*

0 TODOS LOS NUMEROCS MERCADOS CON "7,
caDOS CON "x™: 235

201865 / 235 = BELS

'k'.i:'a':'*5-.".'-.'-.i:‘*"Jl.'1':"i:'*:i.'*ﬁ**tf*tt******i‘**i#**t#'Ju."k-.l:"it".l.".i:

DIVISION EGIPCIA LE NUMEROS MATURALES

ek dk ek EE kEw FEEIAERE kkEFEEFTE

FHxkhkEF K

INGRESE UN NUMERO NATURAL: 4840875
INGREESE OTRO NUMEROC NATURAL: 325

= T
i3 2
&+ 4
= 8
16

e 32
G4

123

256

# Bl
1024
#2048
# 40%6
F 8152
SUMANDO

LA

TODOS

¥y SUMANDO LOS

4840875 J 325

-ﬁ"**-ﬁ:***#**iiii*i‘*i**tt**#*i***t**tt#**t**t

A25*
&£50%*
1300%
2600%*
5200
10400*
20800
41600
23200
LEE400%
332800
be5600%
1331200*
26624007

1,02 NUMEROS MARRCADOS COHN "H,

= 14395

**t#i**ti**it**t‘#*****t

SE CBTIENE EL RESULTADC

ﬁ*tt**if*:ﬁ:***:‘:*-Jc-k-j.--ir-.lr-!.--lr-!c-.i.-#

SE OBTIENE EL RESULTADO

QUE ESTAN MARCADOS CON "**: 323
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DIVISION EGIPCIA LE NUMEROS NATURALES

FxhkEEAAFETE *hkdhkhkEHE *TE xR EEIRE kkkkFEEERE

INGRESE UN NUMERC NATURAL: 5288924
INCRESE OTRC NUMERO NATURAL: 4286

1 4286

H# 2 g572%
4 17144

A 34288
# 16 GRETE*

35 137152 -

# B4 274304%*
# 128 CARG08*
7RG 1097216

512 _ 2194432
#1024 43B8864%*

SUMANDO TODOS LOS NUMEROS MARCADOS CON ngn S OBTIENE BL RESULTADO
v SUMRNDO LOS QUE ESTAN MARCADOS CON "*7: 4286

5288924 / 4286 = 1234

'*'.*".k*'ﬁ.‘*'.l'."?':"*.'fl."H*i’**t****"*"*'T.’.T:'l:"."'*.".'l.".I':"*'.*‘H'k'l"."!I-"*.".‘.'***?**i‘*****ﬁ*********t* %k oE A kR

DIVISION EGIFCIA DE NUMERCS NATURRLES

ke FrFRERN Ak kA EEE E EwkkFEE FExxhkEFEEX

INGRESE UN NUMERO NATURAL: 12420000
TNGRESE OTRO NUMERO NATURAL: 2300

1 2300
2 4600
4 2200
i 8 18400*
4 16 36800*
32 73600
g4 147200
128 294400
# 256 588800%
512 1177600 ‘
#1024 23552007 |
2048 4710400
#4096 9420800%

SUMANDO TODOS LOS NUMEROS MARCADOS CON "#", SE OBTIENE EL RESULTADOD
v SUMANDO LOS QUE ESTAN MARCADOS CON "*": 2300

12420000 / 2300 = 5400

'!l.".i.".i:"i':ll:-.i:‘:t".*':':';#ﬂr'kﬂ:‘*i#**t*iif*t#*iﬁ_***k*tﬁ'*i‘*i’t:ﬁ:*tt*t#**t#*t‘#**i*ii‘i’ti’*t

DIVISION EGIPCIA DE NUMEROS NATURARLES

*EmE A EE AR *khdkkRk KE EHFFEFEFHEE o i

{NGEESE UN NUMERC NATURAL: Cg8E0
INGRESE OTRO NUMEROC WATURAL: 16
1 16

LR
LA



2 32

4 &4

A 128

16 256
i 32 512%*
# & 1024+

128 2048

256 ADSE
e 512 8192+
$ 1024 16384*
# 2048 I2768%

SUMANDO TODOS LOS NUMEROS MARCADOS CON “"g", SE OBTIENE EL RESULTADO
¥ SUMANDO LOS QUE ESTAN MARCADOS CON "#*": 16

58880 / 16 = 3680

‘;'r‘:i:'i"ﬁ:*k*'.':.-.':-Jr-.lr:'ri‘ﬂri‘*'.'l:-.'r-.i:"k"k"k'tii"ﬁ'**tt**ﬁi’wiii*t*****t#**kitt***i‘*i##‘##tti*

DIVISION EGIPCIA DE NUMERCS MNATURALES

ok kdkdkhEF FAEEFTETEFEY kdk dEEEAEE * k& ok k ok k¥

INGRESE UN NUMERO MNATURAL: 16
INGREESE OTRO NUMERC NATUEAL: 4

1 3
2 2
# 4 lex*

SUMANDO TODOS LOS NUMEROS MARCADOS CON "#", SE OBTIENE EL RESULTADO
v SUMANDO LOS QUE ESTAN MARCADOS CON "*T: 4

16 / 4 = 4

'J;'ﬂ:‘*i***********#*w*****ii*'k"ﬂ:"Jl."h"!.".I.'-.l.-';';":t":t".t".k'k-.h"k"J:"#*t*t*w****i##**iit****t

DIVISION EGIPCIA DE NUMERCS NATURALES

Ak kEFFEE khEEEEF Kk kA rkkEkdk kdEFE A LLE

TMNCGRESE TN NIIMERO MNATURAL: SB800

THGEESE OTRO NUMERO MATURAL: 9800

= 1 SQEO0*

SUMANDO TODOS LOS NUMEROS MARCADOS CON "#", SE OBTIENE EL RESULTADO
v SUMANDO LOS QUE ESTAN MARCADOS CON “"*": 5800

9800 / 9800 = 1

:k'k*:l":t"i"i".l.".i.'i'i-.ir'#';t'*t*tu‘:a‘r'ﬁ‘J:"k'k'ﬁ:-ki.'-.*'*Jr*v:*k-k#-.h"k'*!:'ﬂ:‘*:i:ﬂr-.'l:'***t**i**tti}ti*****i*i*t

DIVISION EGIPCIA DE NUMEROS MNATURALES

kktEkkhkdk *kEkkEkEEFET FHR AEkIkrEEF * & &k ¥k oAk

INGRESE UN NUMERC NATURAL: 30000
INGRESE OTR(O NUMERO NATURAL: 30




1 20

2 &0

1 120
4 8 240%*

14 480
- 12 Se0*
it 64 1320%
o 128 3840*
B 258 7680%*
= RS, 15360%*

SUMANDO TODOS LOS NUMEROS MARCRDOS CON "#", SE O TIENE EL RESULTADC
¥ SUMANDO LOS QUE ESTAN MARCADOS CON "*": 30

30000 / 30 = 1000
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DIVISION EGIPCIA DE NUMEROS NATURALES

Gkt rkdr hhkhkkkEd FE FEEFITEFEL kEEAAFIAERE

INGRESE UN NUMERO NATURAL: 12
INGRESE OTRO NUMERO NATURAL: 5
EI, REESULTADO DE LA DIVISION NO ES UN NUMERO NATURAL

'r':'ﬂ:’ﬂc":ﬂri’wtt:ﬂ:ﬂr‘*'&'*t-.l:i.-'#‘;1;'*'*!l.'i'-.l:-.l--.i-:':'****tt**********"#‘k‘ktit**#***tttt*ii‘*i**t*

DIVISION EGIPCIA DE NUMEROS NATURALES

kxR F kTR EErkAAEK Fk KAk EkEKEE kFETEEEFEAKE

INGRESE UN NUMERO NATURAL: 47
INGRESE QTR0 NUMERO NATURAL: 23
EL RESULTADO DE LA DIVISION NO ES UN NUMERO NATURAL

'ki.'-.l.-i--k-.'rir';lf*J:'ir'.*'-J:-J.--Jl:i:':k"!r‘Jt*'k-k'lr-.l:-.l:"A"':‘r'J."Jr'ki".l.'i-.t';'."‘!c"k*J."J.'ﬂrt-.'r#‘k"k*t*i‘t***********f*ii‘**

DIVISION EGIPCIA DE NUMEROS NATURALES

ek kkddhkk hhkEEEdFE *h FrAhkkkE FEFE AL

THNGRESE TN NUMERO MATURAL: B9
INGREESE OTRO NUMERQ MATURAL: 26
Fl, RESULTADO DE L& DIVISION NO ES UN NUMERC NATURAL

*t*:il.'1'-':#':':"Jl."Ju."J-.".'l.".i."k'a':"ﬂc"ic".ﬂr'.#'.Ju.".lrt:k*:'-'Jl:"k"k'.ir'.‘."J:‘a":"R:"k'**J-r'.ll.'-kiri-'#c'*Jc"ﬂ:"k'k:i::k*#*'k**#t****it##**i:t*

DIVISION EGIPCIA DE NUMERCS NATURALES

FHEEEwEEkd hhkbwwokk kE EEohN A AE kkkTxkEFEN

THMCRESE UM NUMERC NATURAL: 101
TNGRESE OTRCO NUMERC NATURAL: 24
EIL RESULTADQ DE LA DIVISION NCO ES UN NUMERC NATURAL



———t = uaabiis,
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PIVISION EGIPCIA DE NUMERGS NATURALES

kd kR hkEhEt *EFEFHREEX FK Fhkkrkhkk wEEkEhkEER

INCGRESE UN NUMERC NATURAL: 2
INGEESE OTRO NUMERO MHATURAL: H
EL RESULTEDO DE LA DIVISION NO ES UN NUMERO NATURAL

*‘J:"kir-ki1|:'*:l:'ﬁ'i--.l.-'j:'-k'.l:-.'E‘:l.".l':"!:".'r'-".ir‘i;"-*'i"J-".'-‘."a':"Jc"k'k-.lr-.'c.--.h"Ju.'-.ﬁ:-.|l-‘J:'i.".iri‘i‘****#*****i’**i‘*****tt-k'k'k*"'*.'

DIVISION EGIPCIA DE NUMEROS WATURARLES

FxdrhkEEd FhkAkkrd kd wTEEEHALEE ek FEFEEREL

THNGRESE UN NUMERC NATURAL: &
IMCEESE OTRO NUMERO NATURAL: b2
ElL, RESULTADO DE LA DIVISION N0 ES UN NUMERO NATURAL

B o o i e k*FhEkEE #***i*t*i’t#*ti"ﬁ"h"k-.lv:-.I:'ifi******tt#**#**t******:‘:

DIVISION EGIPCIA DE NUMEROS NATURALES

FhkkkdFE TEkEkkkwr FE kR REEFE kEEFANIFAETR

INGRESE UN NUMERDO NATURAL: 1
TNGRESE OTRO NUMERC NATURAL: 5

3 L 1k
2 2
# 4 4 ®

SUMANDO TODOS LOS NUMEROS MARCADOS TON "#", SE OBTIENE EL RESULTADU
¥ SUMANDC LOS QUE ESTAN MARCADOS CON "*": 1

5 /1 =75
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DIVISION .EGIPCIA DE MIMEROS MNATURALES

kkkkFrkhk FHEAITIEE w4 FEREEETEFE R e o

INGRESE UN NUMERO NATURAL: 1
INGRESE OTRO NUMERO NATURAL: &

L g

2 2

4 4
2 B g*

SUMANDO TODOS LOS NUMEROS MARCADOS CON "&7, cE OBTIENE EL RESULTADOC
v QUMANDO LOS QUE ESTAN MARCADOS CON "*'W: 1

g/ 1 =28



Capitulo 4
Papiros

4 1.INTRODUCCION

Archibald ha catalogado unos freinta y sels documentos originales referentes a la
matematica egipeia: estan escritos en egipelo, copioy griego. v sus fechas van desde el 3300
4 . hastael 1000 4. C. Los documentos anteriores al 1000 a. C. solo son dieciséis, ¥ dos de
ellos son tan extensos 'y completos que eclipsan a todos 1os demas.

Se presenfan en forma de rollos de papire, llamados respectivamente, papiro
Golenishchev (en Moscu) ¥ el papuro de Rhind (en Londres). El Golenishchev es el mas
viejo, data de la XIII Dinastia (que comenzo eh 1788). El papiro de Rhind se remonta al
siglo XI1 pero declara que €s copia de un documento mas antiguo de la X Dinastia. Y de
ahi que pueda decirse, de estos tratados, que represeniat la misma época. la Xl Dinastia
(2000-1788). 0 aproximadamente el siglo XIX. El periodo gue s extiende entre los siglos
WY 3 XVII (cuatro siglos) sefialo el climax cientifico de Feipto, nuentras que el periodo que
le sioue mmediatamente, desde el XVI al X1, hizo lo propio comn su climax politico. por
hallarse entonces Egipto a la cabeza de un imperio mundial.

£l papiro de Rhind fue escrito por un eserba que se nombra a si mismo cn el parrafo
de introduccion.

El papiro de Ajnum €s uno de los cuatro documentos mas recientes sobre la
matematica egipeia. Fue escrifo entre el sielo V1 y et 1% de nuestra era, Emeste papio la
matematica egipeia podia estar influida amplhiamenie por la matematica griega.

42, EL PAPIRO DE KAHUNY EL TEOREMA DE PITAGORAS:

Los fragmentos del papiro de Kahum plantean una cucstion tefiida de prejuicios de
las que debemos desembarazarnos antes de seguir adelante, ya que Se ha expuesto de
manera arbitraria y. hasta ahora, tuvo importante lugar en |a historia de la clencia. S¢ refierc
al teorema de Pitdgoras. Un fragmento contiene efectivamente una tabla de cuatro cuadrados
que se representan cada uno como una suma dc Oros dos cuadrados. Y estas cuatro
igualdades estan obtenidas, dos por sucesivas duplicaciones de l0s numeros 3. 4, 3

: 2+gl=10% y 122+ 16°=20°

y las otra dos por demediaciones sucesivas de estos Mismos NUMeros:

2z

o A el e o 127

y (34 + 1 = (1+1/4)°
Podria. pues, tratarse de los cuadrados de dimensiones de lados de triangulos
rectangulos proporcionales al triangulo rectangulo de lados 3. 4. 5.
Seglin cree Cantor, estariamos anfe un conocimiento de algunos casos particulares
del famoso teorema de Pitagoras. ;Habria sido conocido antes en su generalidad? No lo

parece, ya que agui no lenemos otra cosa que multiplos ¥ submultplos de un triangulo
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rectangulo particular (sin duda, el primero que se conocié y el mas sencillo). S1 en el papiro
no sc menciona este triangulo, es porque era tan conocido que tal cita parccia ociosa: se
mencionan unicamente los resultados de la doble duplicacion v de Ta doble division por dos
realizadas sobre ¢l v que proporcionaban algo menos conocido y mas nuevo.

[l estudio de algunas cscenas representadas en los monumentos egipcios v oque
presentan al rey S{nstemendn en la mano unas estacas y una cuerda, condujo a Cantor a
concluir que se trataba de la orientacion y de la construccion de templos, gracias a la
propiedad conocida del mangulo rectangulo de lados 3. 4y 5

Pero para orientar v edificar un templo, es decir, para trazar perpendiculares en el
lerreno, no es necesario recurriv al triangulo. Basta (observaba Milhaud) tender con la
cuerda dos oblicuas iguales a partir de la recta en la que se quiere levantar la perpendicular,
v unir el punto de interseccion de estas dos oblicuas con el centro de esta recta. Parece que
el triangulo rectangulo debid de completar més tarde el primer procedimiento v, sobre todo,
servir en las eclevaciones del terreno. Resultaba particularmente valioso para precisar
métricamente las relaciones de determinadas partes de la construccién con respecto al
conjunto o para asegurar el trazado de la perpendicular exacta en la direccion de la plomada
en el espacio, es decir, para construir planos horizontales paralelos a la base, pero de una
altura dada. Sin duda se debié emplear antes en astronomia, para la determunacion de la
altura de los astros por encima del horizonte, y para la hora.

Extremadamente dificil resulta, sin duda, conchur por todo esto, a no ser por una
hipotesis muy osada ya que nada la justifica, que se trata de alguna propiedad del tnangulo
rectangulo en relacién con el teorema de Pitdgoras. Mas bien parece que nos enconramos
en presencia de multiplicaciones o de divisiones de nimeros y de fracciones que constituyen
la casi totalidad del contenido del papiro de Kahun, y ante dos observaciones, donde la
primera de estas observaciones es que un cuadrado resulta la suma de los otros dos, y la
segunda observacion dice que al dividir o multiplicar las raices de tal cuadrado se obtienen
nameros que guardan la misma relacion entre si,

A nuestro juicio, v ateniéndonos estrictamente a los documentos que nos han llegado,
se trataria mas de una pr :}pledad aritmética que de una propiedad geométrica.

Ademas, en ningln otro fragmento matematico egipcio se habla para nada de datos.

relativos al teorema de Pitagoras. El mismo papiro de Kahun no contiene ninguna otra
mmdicacion que pueda hacer pensar en eso.
Es, sobre todo arntmético, v los cuadrados a los que nos referimos se vuelve a
encontrar en la solucién de un problema relativo a una medida de capacidad.
Como [_nanuaI operatorio encontramos alli:

- Una tabla de solucidon de las fracciones cuvo denominador es impar vy esta
comprendido entre 3 y 21, y cuyo denesumader es 2, cn suma de fracciones cuyo
numerador es la umdad.

- La multiplicacion: (1/3+41/12)*9

- La divi'-;ir}n de 10 por 8. cuyo resultado se expresa por un namero fraccionario:

13 2/3 + 1/12. la expresion fraccionaria 2/3 + 1/6 se substrae segundamente
nueve veces sucesivas de este resultado.

- Un problema muy sencillo que se reduce a la solucion de la ecuacion: x/2-x/4 = 5

Hasta aqui se trata de operaciones aritméticas bastante sencillas, que nos muestran
con claridad que nunca se manejaban fracciones cuyo numerador era superior a la unidad
(con excepcion de 3/2) v que no se sabia dividir sino por medio de substracciones sucesivas.

4




- Finalmente Hegamos a dos problemas relativos a medida de capacidad:

Uno consiste en determinar la capacidad de un recipiente cilindrice de 12 codos
de diametro v 8 de altura. 1 otro es mas confuso; el texto no esta completo: se
trata de determinar el contenido de un HENU (medida de capacidad de 29.2
pulgadas cubicas) de recipientes de forma paralelepipeda cuyos lados de base
estan en una relacion dada. Se relaciona, si queremos, con la geometria. La
solucion de este problema es donde encontramos la tabla de los cuadrados que
recuerdan el teorema de Pitagoras. Los lados estan en las relaciones: 34 a 1, 6 4
¢ 1 1/2a2 12 a 16. Se establecen correctamente los cuadrados que resultan de
la suma de los cuadrados de los lados. Evidentemente, el egipcio habia
observado de una manera completanente empirica que, para tales relaciones v
en los casos que se examinan, la suma de los cuadrados da un cuadrado. la suma
de dos areas. da un drea unica.

Ahora bien, sabemos que la propiedad del tridngulo 3. 4 v 5 fue conocida en Onente
desde muy temprano. y dadas las relaciones del mundo Onental, especialmente de cercano
Oriente con Egiptlo, parece imposible que no pasara algim indicio a este ultimo pais.

Tampoco debe olvidarse que Aristoteles atribuye de manera formal la difusion de los
conocimientos cientificos de los egipeios a la sélida organizacion de un conjunto sacerdotal
que disponia de tiempo holgado y lo dedicaba a trabajos mtelectuales en cicrta manera
desinteresados. No cabe duda que en los mismos conocimientos que demuestran los
documentos que nos han llegado, los sacerdotes egipcios fueran capaces de darse cuenta, y
hasta de descubrir, la importancia del triangulo rectangnlo de lados 3, 4 y 5 y deducw de &l
ciertas consecuencias. Pero lo cierto s que, en esos mismos documentos, no se hace alusion
ninguna a esta propiedad geométrica, cuya importancia fue considerable en los POSLETIONes
desarrollos de la matematica v de la ciencia.

Podemos afirmar que los egipeios conocieron la propiedad aritmética excepeional de
los cuadrados 3, 4 y 5 y que sabian utilizarla por el método de proporcionalidad. Y, de la
misma manera que en las aproximaciones caldeas de la medida de la diagonal de un
rectangulo todo esto significd un paso hacia el descubrimiento atribuido a Pitagoras.

4.3.1. EL PAPIRO DE RHIND:

Seetin el escriba o copista, fue redactado en el mes cuarto de la época de la
inundacion del afio 33 del reinado del rey de los Hicsos Aussere Apophis (entre 1788 y
1580 a.c.). Contiene a su vez, calculo, métrica, geometria y problemas de aritmetica.

E Peet lo divide en: una introduccidn, que contiene las tablas de soluciones de las
fracciones de numerador 2: v tres libros! aritmética, mensuracion (métrica) y problemas de
aritmética. Divide. a su vez, el segundo libro en fres partes: volumenes y capacidades
cubicas. areas v angulos de inclinacion.

El libro primero contiene la divisién de nimeros diversos de panes en raclones
icuales entre 10 hombres, dos grupos de calculos que conllevan, uno la adicion de

fracciones. ofro su substraccion, la solucién aritmética, por ensayos, de ecuacion de primer

orado (hau) y division de panes en proporciones desiguales.
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E1 libro sceundo establece en la primera parte la capacidad de tecipientes cilindricos.
paralelepipedos rectangulares, la expresion correcta de 1/10, 1/20... hasta 1/100 de 100
cuadruplos hekat {la gran unidad de capacidad) en multiplos enteros y submultiplos usuales
del hekat.

Fn la segunda parte encontramos una comparacion entre el area del circulo vy la del
cuadrado. las areas del rectangulo, del cireulo. del triangulo, del triangulo rruncado, de un
trapecio, ¥ la division de una superficie determinada y conocida de fierra en campos (ue
tengan lados iguales. Este problema, aunque mucho mas sencillo (aqui no se trata sino de
divisiones de numeros a la primera potencia), recuerda cl papiro de Berlin, cn donde
encontramos el primer ejemplo dado por el papiro de Kahun. de un cuadrado igual a la suma
de los otros dos, v que Cantor tomd por un anticipo particular del teorema de Pitagoras.

La tercera y ultima parte del hibro seométrico trata del tan discutido v dificil
problema del dngulo de hclinacion de una piramide, del se-kef (skd). y de un problema
semejante, quiza para ¢l cono,

Diadas 1a altura vertical de una piramide v una dimension relativa a la base de ¢sta. se
trata de encontrar un angulo de inclinacion. Eisenlohr habia creido que se trataba de
determinar el angulo de la arista de una piramide sobre la diagonal del cuadrado de base.

Entonces ¢l skd (se-ker) daria el coseno de ese angulo, cuva medida no seria de
utilidad practica. El dngulo que sc trata de establecer s el que servira 4 un albani! en la
construccion de la piramide para tallar las piedras que deben revestir la cara externa. Y la
formula que se da en el problema, es decir. 1a relacion de la mitad de una longitud
pertencciente a la base con una longitud dependiente de la altura de la piramide. nos da
precisamente ese angulo. si se toma para esas dos longitudes el lado de la base ¥ la altura.

E] libro tercero contiene problemas de division (panes de cebada) segim proporciones
desiguales. los valores proporcionales de metales preciosos, una division cin progresion
aritmética, una progresion geamétrica (de razén 7, con la umdad por primer fermino).
aleunos calculos de conversion de trieo en pan o de cebada en cerveza 'y la conversion de
alounas fracciones usuales de hekal feran unidad de medida de las areas) en fepu (otra
medida de capacidad que valia 1/10 de hekat): ademas, la divisién de raciones anuales en
porciones diarias. el céleulo de un rebafio entero segin el nimero de cabezas de ganado gue
representa una fraccion conocida. el calculo de los fragmentos de cuentas, algunos
fracmentos ininteligibles y algunas indicaﬂimleis de fechas utilizadas para fechar el papiro.

432 THE RHIND PAPYRUS 2/N TABLE

One of the most puzzling episodes m the history of human thought is the 2000-year
reign of Egyptian unit fractions. We can. at least in part, reconstruct the arithmetical
manipulations involved. but the underlying reason or motive for expressing fractional
quantities as sums of unit fractions remains mysterious. Was it simply a cumbersome style
of writing that persisted for so many centuries just out of deference to traditional forms, or
did it express an actual way of thinking that has since been forgotten?

At the beginning of almost every oseneral history of mathematics we find a
description of how the ancient Egyptians operated with fractions almost exclusively m ferms
of UNIT fractions. For example, instead of saying 2/5 of my land was flooded. they would
say 1/3 + 1/15 of my land was flooded. One of the earliest written records from ancient
Egypt (transcribed circa 1650 BC from a source believed to date from around 1830 BC or

carlier) is known as the Rhind Mathematical Papyrus. and contains a table expressing
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fractions of the form 2/n as sums of two, three, or four umt fractions with distinct
denominators.

The table covers 2m for n up to 101, although the fractions with"even”
denominators, e.g., 24 2/6, o, are omitted. showing that they clearly perceived the
ohvious equivalence of these with the reduced forms 1/2, 1/3, etc.

The first entry in the table is 2/3, to which they assigned the expression 172+ 1/6.
Every other table entry of the form 2/{3k) is assigned the expression 1/2k + 1/6k which
sngeests they consciously treated ail denommnators divisibie by 3 as a single family. just as
All denominators divisible by 2 were implicitly treated as a single family.

Of the remaining table enirics, the next is 2/5. to which they assigned (iC
expression 1/3 + 1/13. AH but one of the remaining denommators in the table that are
divisible by 5 are assigned a sumple multiple of this expression. i e.. for 2/(5k) they used
113k + 1715k Similarly they assigned 1/4 + 1/28 +o the table entry 2/7, and then "seived
oui” all the remaining denominators divisible by 7 using expressions of the form L4k -
1128k,

Finally, they assigned 1/6 + 1/66 to the table entry 2/11 and then used 1/6k + 1/60k
for 2/1 1k with k=2,

The prime i1 seems to be where they stoped this procedure, which is constsient
with that fact that the table extended only to denominators up to 101, so all the composties
are seived out by the primes less than 11. It's remarkable that the Egyptians of 1830 BC
(and probably much carlier) had already developed this crude version of the "Sieve of
Eratosthenes” and seemed to have a grasp of the difference between prime and composite
nambers,

Admittediy the seive 15 not perfect, at least not according to our present
understanding. For one thing, the number 55 chould have been seived ouf as a multiuple of
5. but for some cason they chose to treat it as a multiple of 1L Also. the composile
numbers 35. 9i. and 95 were evidently not ireated as composites, but were assigned Urque
representations. Nevertheless, the overall impression 15 very strong that they consciously
seived out the multiples of the smalier p imes up to the square root of the largest
denominator in the table. and then treated the remaming primes with unique representations.

As we've seen, for each of the small primes 3.5.7.11 the Egyptians expressed 2/p
as 2 sum of two unit fractions using the simple formula

| o

| 1
NN (1)

P gl plptl1)2

(The same formula also applies to the expression they assigned to 2/23, although 1t
may be coincidental.} Once these primes, and their multiples, have beer resolved, the table
sntres for the remaiming prime denomnators suggest that the Egyptians determined the
representations by using the identity

P
pe—
-
]
i
]

where "a" is just some nice round number a p/2. To find the remaining terms, vou partifion
the guantity 2a-p M0 oNE, two, o7 three distinct parts such that each part is a divisor of a.
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(That's why it's good to choose a sice round number for a. so it has lots of divisors.) For
example, with n=89 we chose 4=60, which gives the difference 31. Thus, we need to
express 31 as a sum of three or fewer distinct integers each of which divides 60. One such
partition is 31 = 15 + 10 + 6, wiich leads to the representation that appears m the R hind
Papyrus for 2/89:

2 1 1 I 1

At i |

]
— Z mm—— [ mm= T =

89 60 356 534 890

On this basis, it's possible to summarize the 2/n table m the
Rhind Papyvrus by giving the values of a, b, (¢, (d}) for each prime
p such that 2/p=l/a+ 1/b + (1/c + (1/d)). These values are
presented in the table below.

TABLE 1: Summary of Rhind Papyrus 2/n Representations

p 2ap a b ¢ d  Alsocoversthese

3 1 20 all multiples of 3
5 1 3015 25,635, 85

7 1 4 28 49, 77

i1 1 6 06 33

& B 8 52 104

17 7 2 51 68

19 5 i2 76 114

31 9 20 124 155

37 11 24 111 296

41 7 74 246 328 g
47 13 30 141 470

53 7 30 318 795

59 13 36 236 3531

67 13 40 335 536
719 40 568 710

97 15 56 679 776

9 19 24 58 174 232
43 41 42 86 129 301
61 19 40 244 488 610

)

7347 60 219 292 3065
79 41 60

237 316 790
83 37 60 332 415 498
% 3l 60 356 334 890

exceptional cases:




48 25 a0 42

91 49 70130

9% 5 G0 380 370
101 1111 606 101 202 303

This table raises two obvious questions. First assuming the l:'ﬂtvptians used
something like formula {2) to determine their general unit fraction representations for 2/p
where p is a "large” prime, how did they seiect the value of "a” and the partition of 2a - p
from the available possibilities? Remarkably, if vou examine all the possibilities using a
computer, and Limit yourself to just the three and four-term representations where the
smallest number x in the partition of 2a-p is greater than i, then in most cases the expression
appearing in the Rhind Papyrus is the one for which a/x is mlmmlzt,d-

For example, the only possible solutions for p=43 are

panitiﬂn of 2n-p

p a 2ap x v % al'x
43 24 3 2 3 12
43 28 13 Z 4 7 14
43 30 17 2 15 15
43 30 17 2 3 10 13
43 306 29 2 9 18
43 42 41 & 14 21 7

and the representation appearing the Rhind Papyrus is the u:;rm: with a/’x = 7. In all. the
Egyptians used the solution with the minimum a/x for the "laree’ | primes

13,17, Y9285, 374143, 5967, 73, 79./83, 97

whereas thev missed 1t for the primes

. 47.53.61.71, 89
In these "missed” cases they missed the minimums by 2, 6, 1, 3, and 1 respectively.

Another interesting fact that appears from a review of all the possible
representations for each prime 1s that p=29 is the first prime for which there is no three-term
representation of 2/p (with the restrictions noted above). Thus, 1t's not surprising that 2/29
is the first entry in the Rhind Papyrus where a four-term representation is used.

The second major question raised by Table 1 is how to explain the four exceptional
cases. The first three are the composites 35, 91, and 95, that for some reason were not
scived out hike the rest of the composites. From out point of view the case 2/95 = 2 (5*19)
shouid have been seived out by the small prime p=5, giving ii a representation of 1/3k +
I/15k wath k=19. Instead, we find that its representation was evidently based on the "large”
prime p=19, 1.¢. 1itisof the form 1/12k+ 1/76k + 1/114k with k=5,

The cases 2/35 and 2/91 are even more unusual, and in a sense these are the most
15




intriguing entries mn the table. These are the only two composites whose representations are
not simple multiples of the representations of one of their prime factors. Remarkably, n
these two cases it appears the Egyptians reverted from the normal multiplicanve
decomposition to what might be called a "harmonic-airthmetic” decomposition.

Recall that the ancient Greeks had defimitions for various kinds of "means”.
including the

Arnthmetic Mean: A(p.g) = (p+a)/2
Geometric Mean:  Gip,q) = sart(pg)
Harmonic Mean: Hip.q) = 2/(1/p + l/a)

It's believed the Greeks mherited these definitions from the Babyvlonians, but it's
certainly possible the Egyptians also knew them. In particular. the Harmomic Mean
certainiv LOOKS Egyvptian, given thetr affmity for unit fractions,

In any case, notice that G{p,q) is not only the geometric mean of p and q. 1t's also

the geometric mean of A{p.q) and H{p.g). In other words. for any p.q we have

G = sqrt(pq) = sqrt{ AH)

which follows simply because pg = AH. In other words, AH gives an alternative

~

decomposition of the composite number pq.  This leads to the formula

g 2 2 i1 1Y
e (cmm + mm ) (3)
pq  Alp.q) Hip.q) p+q ‘P g/

where of course the leading factor on the right is a unit fraction because p+q 1s even. This
formula yields the Rhind Papvrus representations

2 | A ] 1 1
I [ L HE ] ~ -
s%7 s V5 7/ 30 42
and
2 I /1 [ A ] ]
P —— A, ( ——— e :| = casm T ma=
7313 10 V7 13/ 70 130

Thus we can say that every composite entry in the Rhind Papyrus 2/n table 15 based
on a decomposition of n into 1fs prime factors.

in most cases the simple geometric decomposition pgq was used. but 1n two cases
they used the arithmetic-harmonic decomposition A*H.
This leaves only the final entry 1n the 2/n table, which gives
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101 101 202 303 606

This entry can actually be constiucted by formuta (2) with 4606 and the partition
1111 =202 + 303 + 606, but it scems to stand out from the other table entries due to the fact
that it's a simple multiple of 1/n. This entry may have been just a formality, suggesting that

for any n not covered in the table (i.e.. larger than 100), we can usc the four-term expansion

=2

m = I+ 120+ 1/3n+ 1/6n (4)

so this effectively "completes” the table, allowing us to say that it provides a unit fraction
representation of 2/n for ALL integers n.

[nterestingly. formula (4) can be seen as an illustration of the "perfectness” of the
number 6. in the sense that the sum of the divisors equals double the number.
e, 14+24+3+6 =12 =2%6.

In summary, the 2/n table of the Rhind Papyrus. which dates from more than &
thousand vears before Pythagoras. seems to show an awarencss of prime and composite
numbers, a crude version of the "Sieve of Eratosthenes”. a knowledge of the arithmetic,
seometric, and harmonic means, and of the "perfectness” of the number 6. This all seems to
suceest a greater number-theoretic sophistication than is generally credited to the ancient
Foyptians, Whether they originated these ideas or borrowed them, perhaps from the
Babylomans, 15 unclear.

(We shouldn't overlook the possibility that the Babylonians borrowed them from the
Egyptians. )

43.3. LA TABLA 2/N DEL PAPIRO DE RHIND. (traduccion)

Uno de los episodios mas enigméticos en la historia del pensamiento humano es los
2000 afios del reinado de las fracciones de los egipcios.

Podemos, al menos, reconstruir las complicadas manipulaciones aritméticas, pero la
razén fundamental o motivo para expresar cantidades fraccionales, como por gemplo la
suma de unidades fraccionales continiia en el misterio. (Era simplemente un estilo molesto
que persistio por centurias justamente fuera del acatamiento de las formas tradicionales, o
expresarén un camino actual del pensamiento que habia sido olvidado?

Al comienzo de la historia de las matematicas encontramos una descripeion de como
los egipcios ancianos operaban con fracciones casi exclusivamente en temas de unidades
fraccionales. Por ejemplo, en lugar de decir 2/5 de mi tierra estaban inundada ellos habrian
dicho 1/3 + 1/15 de mi tierra estaba inundada. Uno de los primeros registros escritos por los
ancianos egipcios (transcripto cerca de 1650 a. C. segin una luente confiable), es conocido
como el papirc matematico de Rhind y contiene una tabla que expresa fracciones de la
forma 2/n en total de dos. tres o cuatro unidades fraccionarias con diferente denominador.

La tabla incluye 2/n para n amiba de 101, si bien las fracciones con "mmutables”
denominadores, ej. . 2/4, 2/6, ete.. son omitidos por la obvia equivalencia de estos con sus
reducciones 1/2. 1/3, etc.

La primera inscripcién en la tabla es 2/3, que lo han asignado con la expresion 12 +
1/6. Cada dos tablas en la inscripcion 2/(3k) son asignadas la expresion 1/2k + 1/6k. la que
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sugiere que cllos conscientemente trataron con todos los dominadores divisibles por 3 comd
una simple familia, justamente como las otros denomimadores divisibles por 2 estaban
tomados como una flia. simple.

De las restantes inscripciones de la tabla. Ia siguiente es 2/5, que elios asignaron la
expresion 1/3 + 1/15. Todos menos uno de los restantes denominadores en la tabla son
divisibles por 3 esta asignado por un miltiplo simple de esta expreston. ¢j. Para 2/(3k) cllos
utilizaban 173k + 1/15k. Similarmente asignaban 1/4 + 1/28 para la inscripcion 2/7. y asi
sucesivamente todos las expresiones restantes divisibles por 7 usando expresioncs como
1/ak + 1/28k.

Finalmente asignaron 1/6 + 1/66 para la inscripeion 2/11 y usaron 1/0k + /66K para
2/11k con k=3, |

El primo 11 parece que €s donde ellos pararon su procedumento. el que es
congruente con el hecho que la tabla alcanza solo a los denonunadores superiores a 101,
entonces todos los compuestos estan protegidos por los primos ¢omo ¢l 11. Es remarcable
que los egipeios de 1850 a. C. (probablemente mucho antes) hayan realmente desarrollado
<u version de 1a " criba de Eratostenes”. y parecid que tenian comprension de Ia diferencia
entre los primos y 1os numeros coOmpuestos.

Admitiendo que el {seive) no €s perfecto, ¥ no acuerda con nuestro entendimiento
presente. Para una ¢osa el nimero 535 deberia haber estado (served) come un mitltinle de 3,
por alguna razon ellos escogieron ratarlo como un maltiplo de 11, Tambien, los NUMEeTos
compuestos 33, 91, ¥ 95 no eran tomados como compuestos, pero cran asienados con
representaciones singulares. Sin embareo la impresion total cra tan fuerte que tomaban
conscientemente los multiplos de los primos mas pequenos sobre la raiz cuadrada del
depominador mas largo de la tabla, v luego a los primos resultantes le asignaban
representaciones singulares.

Como hemos visto, para cada uno de los primos pequefios 3.5, 7y 11 10s EEIPTIOS
expresaban 2/p como la suma de dos unidades fraccionarias usando la formula:

= e 5= F mmmmeiam—— (1)

( La misma formula tambicn se aplicaba a las expresiones asignadas para 2123,
aunque debe de ser coincidencia.). Una vez que estos primos y Sus multiplos han sido
resucltos, las partes de la tabla para los restantes denominadores primos sugiere que los

egipcios determinaron las representaciones de estos usando la identidad.

7 I 2a-p

______ S (2}

p a ap

Donde "a" ¢s justamente algin numero .decuado rondando a p/2. para encontrar los
{erminos restantes, deben dividir la cantidad 2 a - p en uno. dos, o tres partes diferentes de
las que cada una de ellas es un divisor de a. (esto es el por qué es bueno escoger el numero
adecuado que este alrededor para a, enionces tiene muchos divisores.) Por ejemplo. con
n=89 escoge a=060, el que nos da una difercncia de 31. de este modo, nosofros debemos
expresar 31 como la suma de tres 0 unos pocos nimeros enteros, cada uno de los cuales son
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divisores de 60, una division semejante es 31 = 15 + 10 + 6, el que aparcce en las
representaciones del papiro de R hind. para 2/8%:

2 1] 1 1
——— el M
89 60 336 534 390
Sobre este fundamento, es posible resumir la tabla 2/n en el papiro di Rhind dando
los valores de a. b, {c. (d)) para cada prino tal que 2/p = la + /b + (1/¢c + (1/d)). Estos

valores estian representados en la tabla debajo.

TABLA 1: Resumen de las representaciones 2/n del papiro de Rhind.

p 2ap a b ¢ d Abarca también a
301 2 § todos maltiplos de 3
5 ] 3 13 25, 65, 85

7 l 4 28 49 7T

11 1 6 66 55

= = g 52 14
i 12 3] OB

5 12 76 114
31 9 20 124 155

37 11 24 111 296
41 7 24 246 328
47 13 30 141 470
53 7 30 318 795
3 36 236 531
3 40 335 336
71 .9 40 368 710
97 "15 56 679 776

29 19 24 58 174 232
43 41 42 86 129 301
61 19 40 244 488 610
73 47 60 219 292 365
79 4] 60 237 316 790
83 37 60 332 415 498
89 5l 60 336 334 890

casos excepelonales:

35 25 30 42
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91 49 70 130
0y 25 6O 380 570

(01 1111 606 101 202 A03

",

[:sta tabla produce dos preguntas obvias. La primera, asumiendo que los CUIPCIOS
hayan usado algin tipo de formula para determinar sus representaciones de umdades
fraccionarias generales para 2/p donde p es un primo "largo”, jcomo seleccionaron el valor
de "a" v la division de 2 a - p de las posibilidades dispombles?. Notahlemente st 5¢
examinan todas las posibilidades utilizando una computadora, en donde justamente las
representaciones de tres o cuatro rérminos donde el niunero x mas pequefio en la division de
2 a - p sea mas grande que 1, luego en la mayoria de los casos la expresion que aparece €n el
papiro de Rhind es una per las cuales a/x es minimizado.
por ejemplo la Gmica solucion posible para p=43 es:

DIVISION DE2N-P

p a Zap x ¥ Z arx
43 24 5 23 12
43 28 153 2 4 7 1

43 30 17 v 15
43350 17 2 53 1 15
43 36 29 29 18 18
43 42 4] 6 14 21 7

v las representaciones que aparecen en el papiro son la inica en la que a/x = 7. en todo, 103
egipcios usaron la solucion con el mimmo a/x para los primos "largos”

13, 17, 19. 29,31, 37. 41,43, 59, 67, 73, 79, 85, 97

puesto que ellos han perdido esto para los primos

47. 53,61, 71, 89

En estos "casos perdidos” ellos perdieron los minimos de 2, 6, 1, 3, ¥ |
respectivamente.

Otro hecho interesante que aparece de un repaso de todas las representaciones
posibles para cada primo es que p=29 es el primer primo para ¢l cual no hay tres
representaciones del termino 2/p (con sus debidas restricciones). De este modo, no es
sorprendente que 2/29 sea la primera inseripeion en el papiro en donde son usadas cuatro
representaclones.

La secunda pregunta es como explicar los cuatro casos excepcionales. Los pnmeros
tres son los compuestos 35, 91 y 95 no estaban como el resto de los compuestos. Desde su
punto de vista el caso 2/95 = 2/ (5% 19) deberia haber visto por el primo pequefio p=3,
dandole una representacion de 1/3k + 1/15k con k=19. en cambio, encontramos que cstas




representaciones estaban basadas evidentemente en los primos grandes p=19, ¢]. , Esto esta
en la forma 1/12k + 1776k + 17114k con k=5.

Los casos 2/33 v 2/91 son incluso més inusuales, y cn un sentido estas son las
inscripciones mas intrigantes en la tabla. Estos son log finicos dos compuestos cuyas
representaciones no son miltiples simples de uno de estos factores primos. Notablemente
en estos dos casos los egipcios revirtieron desde descomposicio multiplicativa normal
hasta que deberian estar nombradas como una descomposicién aritmética armoniosa.

Recordemos que los ancianos griegos tuvieron defini¢iones para varios tipos de
métodas, incluvendo el

Método aritmético: Adp,q) =(p + q) /2
Método geométrico G (p. q) = sqrt (pa)
Métado ammonioso: H (p, q) = 2/ (1/p + Lg)

Se cree que los griegos heredaron estas deliniciones de los babilonios, pero es
ciertamente posible que también hayan temdo conocimiento de los egipcios. En particular,
el método armonioso tiene apariencia egipeia, dada su afinidad por fracciones unitaras.

En algin caso. la noticia que G (p, q) no es solo el método ceamétrico de p y Q, €5

también el método geométrico de Alp. q) y Hip, q). en otras palabras, por cada p, g tenemos
G = sqri{pq) = sqri{AH)

que sigue simplemente porque pq = AH. En otras palabras, AH da una descomposicion
alternativa del nimero compuesto pg. Esto conduce a la formula:

-
I~

=~
mera

pg Al Hpg ptrqip qf

En donde por supuesto el factor de la derecha es una fraccion umitaria porque pq ¢s etemo.
Esta formula da como resultado las representaciones del papiro de Rhind.
|

2 1 /11 11
s N |[ — e ‘} =SS RO SR
$*7 6 \5 1/ 30 42

.

2 A 5F AN rol
——— o mm——— ( I, e T —— j = e LN P
713 1047 13/ 70 130

De este modo podemos decir que cada inscripeion compuesta del papiro esta basada
en una descomposicion de n en sus factores pnmos. cn la mayoria de los casos la
descomposicion geométrica simple pq era usada, pero en dos casos ellos usaron la
descomposicion aritmetica-armoniosa A¥H.
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Esto solo deja la mscripeién final en la tabla 2/n, el que da:

2 ] | ] 1

1
- o S

101 101 202 303 606

Esta inscripcion puecde estar actualmente construida por la segunda formula con
a=606 vy la division 1111 = 202 + 303 + 606, pero se nota que para entender las otras
inscripciones de la tabla debido a que ¢l hecho de ser un mualtiple sinple de I/m, esta
inscripcion deberia haber tenido formahdad, sugiriendo que para cualquier n no mcluido en
la tabla (por e]. ¢l 100) podemos usar la expansion de los cuatro términos

2/ = I/m+ 1/2n+ 1/3n + 1/6n (4}

enfonces efectivamente "se completa” la tabla, diciendo que la representacion de 2
proviene de las representaciones de las fracciones unitarias de todos los integrantes de n.

l.a cuarta formula puede estar vista como una ilustracion de la perfeccion del ndmero 6, en
el sentido que la suma de los divisores equivalentes al doble del nimero. por gj. 1 245467
12 =2%6.

En resumen, la tabla 2/n del papiro de Rhind, que data desde hace mas de 1000 afios
antes que Pitagoras. se ve como una mezcla de niimeros primos y cOMpUEStos, una version
cruda de la criba de Erastotenes. el conocimiento del método geométrico, aritmético v
armonioso, y la perfeccién del nimero 6. Esto tambicn sugiere una gran teoria de la
sofisticacion de los nimeros que s gencralmente crédito de los ancianos cgipeins.

Quiza cllos originaron estas ideas o las coplaron de los babilonios, no esta claro de
qUIEn Provienen.

( También deberiamos estudiar la posibilidad que los babilonios la hayan copiado de
los egipeios. )

434 PROBLEMAS DEL PAPIRO DE RHIND

[l papiro de Rhind comienza con una tabla de reduccién de fracciones de la forma
2/(2n+1). donde n toma todos los valores enteros de 2 a 30, en sumas de fracciones de
numerador uno ej: 2/5 = 1/3 +1/15 0 2/7 = 1/4 +1/28

Ea misma publicacion de esta tabla a comienzos del libro es tipica de su naturalcza
semitedrica, semipractica. El escriba (o su predecesor desconocidoy ya habia alcanzado
experimentalmente cierta dosis de abstraccion v encontrd ventajoso ponerla al principio.

Siguen cuarenta problemas aritméticos referentes a la division de 1.2, .9 por 10, la
multiplicacion de fracciones, problemas de complemento ( completar 2/3 1/50 a 1 | la
respuesta correcta es 1/5 1/10), problemas de cantidad ( una cantidad v su 1/7 sumadas dan
19 ;cual es la cantidad?; la respuesta es 16 1/2 1/8 ). division por fracciones, division de la
medida de hekat, division de panes en progresion aritmética. Esos problemas conducen a
ccuaciones de primer grado con una incognita. Por supuesto. no aparecen ecuaciones en el
papiro, pero encontramos simbolos que mdican la adicion v la sustraccion, y hasta uno para
representar la mcognita,
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Problema 40.

Dividir 100 panes enire 5 Hombres de tal mancra quc los panes recibidos estén en
progresion aritmética y que 177 de la suma de las tres partes mayores sea igual a la sumd
de las dos partes menores. (Cual es la diferencia entre las partes 7.
Proceder asi: Toma la diferencia de las partes 5 /2. Entonces las cantidades que recibiran
los cinco hombres seran:
23 1712 12 6172 [ Toral 60
Tantas veees como sea necesario multiplicar 60 para dar 100, Tantas veces serd necesario
multiplicar estos términos para vblener los de la serie verdadera,
I 60

213 40
It toal. 1213, ndtiplicando por 60 da 100,
Multiplicar por 12/3.

23 se convierie en 38 13

7 " 20 1/6

12 § 20
6 1/2 " 10 2/3 1/6
| i 1 2/3

G0 § 100 Total

Problema 4:

Divide 7 panes enire 10 hombres. Cada hombre rectba 273 1/30
(Comprobacion. Multiplica 23 1/30 por 10 el resultado es 7

Has asi: ] 273 173D
2 I 13 145
4 2 25 1/10 14530
8 5 /2 1710

Total de panes, fo cual es correcia.

Los problemas 41 a 60 tratan de la determinacion de areas y volamenes; y los
problemas 61 a 84, de cuestiones varias. E] area de un triangulo se obtiene multiplicando su
base por la mitad de su lado. Lo cual ¢s correcto sélo para tmangulos angostos. El volumen
de un granero cilindrico de diametro d y altura h se dice que es (d - 1/9 dy h . Esta es la
aproxithacion notablemente buena para el area del circulo 0.7902 d° en lugar de 0.78554 d’.
1o cual equivale a hacer migual a 3.14.

No existe razon alguna para creer que los egipcios conocieran el teorema de
Pitagoras, excepto la indirecta sugerida antes con motivo del papiro de Berlin

43.5. HISTOIRE DES MATHEMATIQUES

 Nous sommes en mesure de parler avee plus de certitude de 1I' arithmétique des
Egiptiens. On est parvenu & déchffrer il y a environ trente ans um papyrus (") hi¢ratique
faisant partie de la collection Rhind conservee au British Museum, et sa lecture a Jet¢ une
grande lumiére sur leurs connaissances mathématiques.

| e manuscrit a é1é écrit par un pretre du nom de Ahmes a une époque qui, suivant les
Eeyptologistes remonterait a bien plus de mille ans avant J.C. Et I' on croit que c' est la




copic corrigée d' un traité qui lui serait antéricur de plus d' un mlher d anmées, L'ouvrage
est intitulé “intruction pour connaitre toutes les choses secrétes” el consiste en une collection
de problémes d' arithmétique et de géométnie; les réponses sont données mats généralement
sans |' indication des procédes au sommaire de régles et de questions familieres aux pretres.

La premiére partic traite de la réduction des fractions de la forme 2/(2n+1) en somme
de fraction ayant toute 1' unité pour numérateur : par exemple Ahmes étabhit que 2/29 est la
somme de 1/24, 1/58, 1/174 et 1/232 ; que 2/97 est la somme de 1/56, 1/67% et 17776,

Dans tous les exemples "n: est inférieur 4 50. 1l n' avait probablement aucune régle
pour former les fractions composantes et las réponses donnges représentent las résultats
réunis des cxpériences des auteurs qui le précédérent; il a cependant ndiqué sa méthode
dans un seul cas particuliere car, aprés avoir avance que 2/3 est la somme de 1/2 et de 1/G 1l
ajoute que, par suite, les deux tiers d' un cinquiéme sont ggaux a la somme de la moitic d' un
cinquiéme et du sixiéme d' un cinquiéme, ¢’ est-a-dire & 1/10+1/30.

On peut expliquer qu' on ait attach¢ une telle importance aux fraction par ce fait que
dans les temps anciens, leur application présentait de grandes difficultés. Les Egyptiens ct
les Grees simplifiaient le probléme en réduisant chaque fraction en une somme de plusieurs
autres ayant toutes I' unité pour numérateur, de telle sorte quils o avaient 4 considérer que
les divers dénominateunrs:

Les fractions 2/3 ef 3/4 faisaient seules exception 4 cette régle. Cette facon de
procéder fut pratiquée chez les Greces jusqu’au sixiéme siccle de notre ére. Les Romains de
leur coté, conservaient généralement le dénominateur constant et égal a 12, et traduisaient (
aproximativement ) chaque fraction en un certam nombre de douziémes. L.cs Babyloniens
firent en un certain nombre de douziémes. Les Babyloniens firent la meme chose en
astronomie mais en employant soixante comme dénominateur constant, et ¢'est d'enx, avec
les Grecs comme intermédiaires, que nous vient la division moderne du deeré en somxante
parties égales. Ainsi, soit d'une maniére, soit d'une autre, on évitait la difficulté provenant
du changemant simultané du numérateur et du denominateur.

Apres avoir considéré les fractions, Ahmes continue par quelques exemples avant
trait aux opérations fondamentales de 1'arithmétique. Pour la multiplication il semble avoir
orocédé par additions répétées. Ainsi dans un exemple numérique ou 1l se propose de
multiplier un certain nombre, soit a, par 13, il multiphe d’abord par 2, ce qu lui donne 2a,
puis il double le résultat et obtient ainsi 4 a, 1l double encore ce dernier résultat ce qui Tui
donme 8 a, et enfin 1l sdditionne les trois nombres a, 4 a ct 8§ a. La division état
problablement aussi effectuée au moven de soustractions suceessives, mais comme il donne
rarement 1'explication du procédé par lequel il est arrive au résultat, on ne peut rien dire de
certain®a ce sujet. Aprés ces exemples, Ahmes expose la solution de quelques gquations
numérique simples. 11 dit par exemple "mconnue, son septiéme, son tout, cela fait dix-neuf”
ce qui signifie quil se propose de trouver un nombre tel quen y ajoutani son septiéme, on
fronve dix-neuf comme somme, il donne comme réponse 16 + 1/2 + 1/8, résultat exact.

La partie arithmétique du papyrus montre que I'auteur avait quelque 1dée du
symbolisme algégrique. La quantité inconnue est toujours représentée par le symbole qui
signific un monceau, un tas; 1'addition est indiquee par une paire de jambes se déplacant en
avant, la soustraction par une paire de jambes se déplacant en arriére ou encore par des
fléches: et 1"egalité a pour signe.

La derniére partie du livre contient divers problémes de aé¢ométrie sur lesquels nous
reviendrons plus loin. Il termine 1" ouvrage par quelqes guestions arithmético- algébriques
dont deux se repportent aux progressions amthmetiques ot semblent indiquer quil

conmatssait la manicre de sommer ces SEeries. ...
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4.3.6_HISTORIA DE LAS MATEMATICAS. (traduccion}

...Hablaremos con moderacion acerca de la certitud de la anitmética de los egipcios.

emos llegado a descifrar (hace aproximadamente 30 anos), un papiro hieratico que
¢s una parte de la coleccion Rhind conservado en el Museo Britanico. y su contenido nos
proporciond una eran luz sobre sus conocimientos matematicos.

El manuscrito fue escrito por un sacerdote llamado Ahmes en una época, que segin
los Eeiptologos. remontaria a mas de 1000 asios a.C., v creen que es la copia corregida de
un tratado que seria anterior a mas de 1 mllar de afos.

El titulo de la obra es "Instrucciones para conocer todas las cosas secretas” y consiste
en una coleccion de problemas de antmética v de geometria, 1as respuestas estan dadas pero,
generalmente, sin la indicacion de procedimientos o de someras reglas v de preguntas
familiares a los sacerdotes.

-y

La primera parte trata de la reduccién de fracciones de la forma —~ — en sumas de

P gl
[racciones teniendo todas la unidad por numerador: por ejemplo Ahmes establece que 2/29
es la suma de 1/24, 1558, 17174, 1/232: v que 2/97 es la suma de 1/36, 1/679 v 1/776.

En todos los ejemplos "n" es mferior a 30, No habia, probablemente, ninguna regla
para formar las fracciones compuestas v las respuestas dadas representan los resultados
reunidos de experiencias de autores que le preceden: €l ha indicado, sin embargo, su metodo
en un solo caso particular pues, después de decir que 2/3 es la suma de 1/2 v de 1/6, €l
agrega que los 2/3 de 1/5 es igual a la suma de la nutad de 1/5 v de un 1/6 de 1/5. es decir:
10+ 1/30 = 2/3. )5

Podemos explicar que le hemos dado una cierta importancia a las fracciones porque,
en la antigiiedad, su explicacion presentaba grandes dificultades.

L.os Feipeios v los Griegos simplificaban el problema reduciendo cada fraccion en
una suma de muchas fracciones. temendo todas la unidad por numerador. de tal manera que
ellos no tenian que considerar otra cosa que los diversos denominadores:

Las fracciones 2/3 v 3/4 eran solo las excepciones a esta regla.

Esta manera de preceder fue practicada por les griegos hasta el VI siglo de nuestra
era.

Los Romanos, por otro lado, conservaron cencralmente ¢l denominador constante e
1eual a 12, v tradujeron aproximadamente cada fraccion en nimeros equivalentes a 1/12.

Los Babilonios hicieron lo mismo en astronomia pero empleando 60 como
denominador constanie. y es de ellos, con los Griegos como mtermedianos, que nos viene la
division moderna de un grado en 60 partes ieuales. En fin, sea de una manera o de otra,
hemos evitado la dificultad provemente del cambio simultineo de numerador y de
denominador.

Después de haber considerado la fraccion, Ahmes contintia con algunos ejemplos con
pperaciones fundamentales de la antmetica.

Para la multiphicacion €l parece haber procedido por adiciones repetidas. Asi, en un
gjemplo numérico donde él propone multiplicar nimeros por 13, él multiplica primero por 2
que le da "2 a", luego él duplica el resultado v obtiene "4 a", €l lo duphca todavia v le da "8
a’. v, en fin, él suma los tres nimeros "a". "4 a", vy "8 a".

La division era probablemente también efectuada por muchas sustracciones
sucesivas. pero como €l da raramente la explicacion del proceso por el cual llega al
resultado, no podemos decir nada scgure sobre cste tema.
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Después de estos ejemplos, Ahmes expone la solucion de algunas ecuaciones
numéricas simples. El dice por ejemplo "inconnue son septieme, son tout. cela fait dix-
neuf” que significa que se propone encontrar un nimero tal que sumandele su séptima
parte. nos da 19 como suma (n = 1/7 n = 19). y da como respuesta 16 + /2 1/8, resultado
exacto. ( =16+ 1/2 + 1/8).

La parte aritmética del papiro muestra que el escriba tenia alguna idea de simbohsmo
aleebraico, La cantidad no conocida era siempre representada por un simbolo que significa
un "montén”, una "pila”; la suma esta indicada por un par de brazos desplazandose hacia
adelante, la resta por un par de brazos desplazindose hacia atras o por flechas. v la 1eualdad
POT Ul SIEN0.

La altima parte del libro contiene diversos problemas de geometria sobre los que
hablaremos luego. El termina la obra con algunas preguntas aritmeético-algebraicas donde
dos sc transportan a progresiones aritméticas y parecen indicar que ¢l conocia la manera de
sumar estas series. ..

......

[ papire de Moscti tampoco contiene nada que se refiera al triangulo rectangulo v al
teorema de PitAgoras. Sin embargo, trata problemas geométricos mas complejos. Pero estos
problemas no muestran cuidado ninguno de organizacion racional de la matematica.

Los cinco problemas geométricos que aparecen resueltos en el papiro de Moscu son
soluciones concretas de proposiciones aisladas, (tiles cada una a un punto de vista practico
particular, pero sin enlace enfre si. Encontramos alli la determinacion correcta del volumen
de una piramide truncada de base cuadrada y la determinacion, igualmenie correcta. de la
longitud de los lados de un cuadrilatero cuando conocemos la relacion de estos lados con el
area del cuadrilatero. Otros dos problemas se refieren al drea del triangulo. segin un
método. Otros catorce problemas se relacionan con el caleulo artmetico.

Los fragmentos del papiro de Berlin contintan en el mismo circulo y en los mismos
tipos cientificos que el de Mosch: dividir un cuadrade de 100 codos cuadrados en dos
cuadrados de tal manera que sus lados sean como 1 es a 3/4, Extracciones de raices identicas
a las del papiro de Kahun:

12 (304 = (1+1/4)
La solucion es un cuadrado de 8 codos de Jade y un cuadrado de 6 codo:

64 + 36 =100
¥
Sesab/dcomolesal

También aqui vemos claramente que se trata de un problema aritmogeométrico
concreto: la division de un drea en una suma equivalente a dos areas. Un segundo problema
implica la solucion correcta de la extraccién de la raiz cuadrada de 6 1/4, a saber, 2 1/2.
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Este papiro nos ofrece tablas para hacer pasar fracciones con numeradores del 1 al
15 (v ya no inicamente de numerador 2) a fracciones que tengan como numerador la
unidad, Fn las tablas del papiro de Ajmim aparecen clementos que no se encuentran en e
papiro de Rhind: formulas, es decir, reglas fijas. para reducir una fraccion en fracciones que
tengan por numerador la unidad. A estas tablas se agregan unos cincuenta problemas del
mismo género de aquellos que hay en ¢l Imperio Medio. aunque aqui se acentila mas la
tecnica de la solucion.

4.5.1 THE AKHMIN PAPYRUS

One relatively late document on Egyptian unit fractions is known as the Akhmin
Papyrus, apparently written around 400 AD. Considering that the material i the Rhind
Papyrus dates from 1850 BC (or earlier), this shows that the use of unit fractions persisted
for a remarkably long time.

It appears that by the time the Akhmin Papyrus was wrnllen there was a fairly
sophisticated criterion for the selection of the table entries. To expand N/P. check the
smallest solutions where exactly k denominators are divisible by P using the congruences

k congruence modulo P
] Na=1

2 MNabh=a+h

3 Mabec=ab+ac+be

I

MNabed = abe + abd + acd + bed

with 0 < d. and take the one with the smallest maximum value. TFor example, to find the
best expansions of n/17 we have the following choices for (a.b,c,d):

n k=1 k=2 k=3 k=

(9)  (3.4)% (2.5.6) (1.2.3.6)
@) (4.5) (1,3.4)* (1,2,5.6)
(13) (3.8) (14,5 (1,2.3.7)
() @4* (23,5 (1,257
(3* (1,7) (L2.4) (1,23.5)
(5) (13)* (3.4.7) (1.4.5.6)
(13) (L3)* (2.4.6) (2.3.5,6)
(2)F (3.6) (3.4.5) (1,2.4.6)
(12) (1L,2¥ (13.6) (1.3.4.3)
(14) (3.7) (2.3.4)* (1.2.4.7)
(10) (2.6) (2,4.5) (1,2,3.4)*
(4 (3.5) (1,2.6) (1.2.4.5)
(11) (L&* (1.3.5) (2.3.4.6)
(1.2.7) (2,4.5.6)
(1.2,3)* (1.5.6,7) "
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The asterisks mark the solutions with the smallest maximum term.

The remarkable thing is that the asterisks also mark the expansions of n/l7
appearing in the Akhmin Papyrus. It's a perfect match.

Clearly whoever wrote that papyrus was organizing the solutions m a way that 1s
consistent with the method I've described.

Applying this same analysis to the n/19 table n the Akhmin Papyrus gives the
results

I'I — -I_ k"z k:?', h'. .-1

- -

2 (10 4.6 (1,56) (1,236) 234567891011 1213 141516
entry#- 81222935191 21114 71046

Using this method the hardest expansion to find would be 4/17, because you have
to check down to the 22nd entry in the meta-table (A=20,B-29), but it isn't particularly
laborious. With a little practice you could probably do it in your head. (Notice that you can
take A and B modulo p, so the 22nd entry with p=17 is equivalent to A=3.B=12, and
obviously 4(3)-12 = 0.}

Actually fo cover all of the /19 expansions they would have needed a meta-table
going up to the 6's. (I've just shown it up to the 5's.)

4.5.2. EL PAPIRO DE AJMIM. (traduccion)

Un documento relativamente reciente de las umidades fraccionarias de los egipcios, es
conocido como el Papiro de Ajmim aparentemente escrifo cerca del 460 a. C.. Considerando
que €] material en el Papiro de Rhind data del 1850 a.C. (0 anteriormente). esto muesira que
¢l uso de fracciones unitarias persisie por un tiempo notablemente largo.

Parece que por el iempo en ¢l cual el papiro de Ajmim fue escrito, habia un criterio
sofisticado e imparcial sobre la seleccion de las iscripciones en la tabla. para desarrollar
N/P. hay que comprobar la mas pequefia de las soluciones donde exactamente
denominadores k son divisibles por P usando las congruencias:

k congruencia modulo P

1 Na=1

2 Nab=a+b

3 MNabc = ab + ac + be

4 Nabed = abe + abd + acd + bed

Con 0<d, y tomar ¢l maximo de menor valor. Por ejemplo. para encontrar la mejor
expresion de n/17, tenemos las siguientes opciones de (a.b.c.d):

A&




n k=1 k=2 k=3 k=4
(9) (3.4)* (2,5,6) (1,2,3,6)
(6) (4,5 (134" (1,2,5,6)
(13)  (3,8) (1,4,5)* (1,2,3,7)
(7 (@H* (235 (1,2,57)

(1,2,4) (1,2,3,5)
(3) (1,3 (3.47) (1,4,56)
(15) (1,3 (2,4.6) (2,3.5,6)
(2% (3,6) (3,43 (1,.2,4,06)

10 (12) (1,2)* (1.3,6) (1,3,4.53)

11 (14 (3,7) (2347 (1.2.47)

12 (10) (2,6) (245 (1,2,3.4)*

13 (4)* (3,5 (1.2,6) (1,2,45)

14 (11) (LHF (1,33 (2.3.4,0)

15 (8) (23)* (1,2,7) (2,4,3,6)

i6 (16) (2,5 (1,2,3)* (1.5,6,7)

k&mqﬂwUlhbJH

o

(8]

g

ks

=

=1

-]

P

[os asteriscos marcan las soluciones con el maximo del término mas pequeiio. Lo
mas notable. es que los asteriscos tambien marcan las expansiones de n/17 aparecidas en ¢l
papiro de Ajmim  Es una combinacién perfecta. Claramente, quien haya escrite el papiro,
organizo las soluciones en el camino que consiste en el método desenpto.

Anlicando los mismos analisis para la tabla n/19, en el papiro de Ajmim dan los
resultados:

n k=1 k=2 k=3 k=4
2 (10)+ (4,6)* (1,5.0) (1,2,3,6) 234

5678%8910111213141516
inscripcion #- 81222 9 3 5191 2 1114 710 4 6

Usando este método la dificil expansion para encontraria deberia ser 4/17. porque
tienes que verificar la inscrnipeion 22 en la meta-tabla (A=20; B=29), perc no s
particularmente laborioso, con un poco de practica podrias, probablemente, hacerlo en
cabeza. (Atencion: puedes tomar A y B modulo p, entonces la inscripaidn 22 con p=17 es
equivalénte a A=3 y B=12, obviamente 4(3)-12 = 0.)

Actualmente, para cubrir todas las expansiones de n/19, deberias haber necesitado
una meta—tabla subiendo del sexto (justamente mostré arriba del quinto).
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Capitulo 5

El calculo de las fracciones

La parte mas sobresaliente ¥ mas avanzada tambicn de la matematica cgipeia es el
caleulo de fracciones. La razon de ello es que se da alli un método seneral de expresion
impuecsto por la necesidad de formular el resultado de todo fraccionamiento con solo la
unidad como numerader. Unicamente se dan dos excepciones para 2/3 v para 3/4 (aunque
esta fraceion se empleaba muy raramente), que se enunciaban de au::uf:i'dn:: CON una expresion
que se encuentra con frecuencia en ofros lugares: las "dos p“nte'a las "tres paites”. En la
escritura, ambas operaciones se representaban con un signo propio cada una, signo que nada
ticne que ver con el método general para expresar cualquier otra fraceion.

La tradicion nos plantea dos probleinas de importancia para apreciar el nivel que
habia alcanzado la matematica egipeia.

En primer lugar se trata de saber si la matematica egipcia no pudo elevarse a la
concepeion de fracciones con cualquier clase de numeradores (tomar los 2 o los 3 SEPLIOS

¢ algo) y nunca pensd sino en un tanto anico (o s1 no hay en eso otra cosa que un
procedimiento grafico). En el primer caso, cuantas veces se presenta en el numerador un
nimero diferente a la unidad, solo se trataria de la indicacion de una division no efectuada
v, por tanto, de un problema a resolver. Jamas se trataria de una verdadera fraccion. De esto
se seguiria que la matemdtica egipeia no posevd todavia un verdadero céleulo fraccional m
tuvo la concepcion general de las fracciones; toda operacion sobre las fracciones. a
consecuencia de la sola existencia de fracciones con numerador 1, no seria, en suma, Sino
una operacion sobre enteros.

Hultsch sefiala que de la manera tradicional de eseribir los egipeios las fracciones no
puede deducirse que su concepcion de las fracciones dejara de ser general. El empleo muy
antiguo de las fracciones 2/3 y 3/4 y el hecho de que en el p‘"ipm:} de Rhind se obtengan
varias veces, sin intermediarios, los 2/3 de un namero (problemas niameros 32, 37, 61, etc.)
parecen darle la razén. Comientemente 1/14 x 2 se evalta de manera correcta. sin
intermediarios. en 1/7, ¥ 2/3 x 2, en 1 + 1/3. Asi pues parcce que la concepcion de las
fracciones de denominador 2 haya side "perfectamente clara” . Los problemas nimeros 17 v
18 nos muestran que 1/6 + 1/18 estan concebidos directamente con el valor de 2/9 en el
calcnlo. Fl hecho que los egipeios redujeran toda multiplicacion v toda division a doblar o a
partir en dos nio los expondria en modo alguno a encontrar en sus calculos fracciones con
numeradores mas elevados.

Poseian ¢l instrumento necesario a su objeto v en toda su extension.

Lo que no puede ponerse en duda a la vista de los problemas que acabamos de sefialar y del
sentido de proporcionalidad que hemos senialado, es que va desde la época onginal del
papiro de Rhind llegaron a pensar por separado y aparte un cierto namerc de tantos
{fracciones que tienen por numerador la umidad) tomados en conjuntos, por ejemplo, 12/27,

Los cgipelos tuvieron un método general, pm lo mismo que supieron reductr por
medio de divisiones sucesivas del numerador por 2, toda fraccion a una suma de fracciones
que tuvieran por numerador va la unidad va 2.

ol



Por ejemplo:

TRT=2/27 + 2127 + 2127 + 1/27 o 3/24 = 2/24 + 1/24

Entonces resulta que fracciones que tienen 2 en el numerador se reducen por una
simple division por 2 a un tanto si el denominador es nimero par: 224 = 1/12: s el
denominador es impar: 2/27, hay que reducir la fraccion en tantos . Parece que [0S eEipeios
no dudaron de la posibilidad universal o general de esta operacion, y lenian razon, ; Pero
tuvicron un procedimiento unico para efectuarla?

No lo parcce. No encontramos formulada ninguna regla general de esta clase ¥ todos
los intentos realizados para reconstituir una, como ¢l de Eisenlohr, han fracasado. El mismo
hecho de que uno de los documentos capitales descubiertos en los testimonios matemarticos
egipcios (papiro de Rhind, papiro de Kahun) sea una tabla de divisiones por 2, es decir, de
la expresion de fracciones con numerador 2. ya que tales fracciones no tienen mas
numerador que la unidad, parece ser prueba que no existia método eeneral conocido. Por
medio de intentos, de tanteos, se llegaria a los resultados que eran necesarios en la practica,
conservados cn tablas trasmitidas en los manuales matematicos. Bastaba leer alll los
resultados a medida que ¢l calculo lo requeria.

Sin embargo, aun fue necesario que tales ensayos hubieran dado buen resultado una
primera vez, pues, en efecto, los resultados se obtenian por un método bastante regular v
seneral de tanteos. Peet observa que todos los nomeros empleados en los calculos para la
reduceion de [racciones a partes alicuotas. excepto 2 - 42 v 56 que son mulaplos de 7.
contienen 2. 3 v 10 como factores,

Esta excepcion confirma el empirismo de la téenica. Algunes resultados de la
division por 7 debieron ser hallados por fanteos marginales, quiza a causa de la antigua
importancia sagrada del ndmero 7.

Hemos de encontrar una progresion de razén 7 la Gnica progresién geométrica de-

todo cuanto nos ha llegado de la matematica egipeia. Y esta en un problema que recuerda lo

folcldrico.

Estos factores 2, 3 v 10, son precisamente los divisores que sabian manejar los
egipcios (la division por 3 se realizaba en dos tiempos: por 2/3, para la que tenian una regla
seneral, v luego por 2}, En general comenzaban por 2/3, es decir, por 3, a menos gue el
dividendo propuesto no admitiera los factores 10 ( o 5 = 10/2) que sabian manejar por su
mismo grafismo: bastaba cambiar los signos numeércos.

Describamos ahora la serie de operaciones egipcias tal como las encontramos en el
papiro de Rhind. Después trataremos de interpretarlas,

Se trata, pues, por ensayos sucesivos de los factores precitados, de dividir el
denominador dado hasta llegar a un cociente comprendido entre 1y 2.

Se busca el primer cociente inferior a 2 y, por lo general, se manejan los divisores 2 y

2/3 (es decir, 3), de manera que se llegue al mayor cociente mferior a 2 y se agote la mayor

parte del dividendo. Este cociente expresa un cierto nimere de partes del divisor dado. En
nuestra algoritmia escribiriamos una fraccién cuyo mumerador seria precisamente igual al
denominador de la fraccion propuesta. Sea, por ejemplo, calcular 2/19.

La cifra 19 nos da primero, por divisiones sucesivas por 2/3 ¢ 2. un primer terming 1

1/2 + 1/12. o en total 1/12 de 19 (hoy diriamos 19/12).

Entonces queda por hallar el 1/19 del resto: las fracciones que hace falta agregar al
cociente va obtenido para hallar 2: en nuestra algoritmia 5/12. que los egipcios expresaban
enl tantos,
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Fstos complementos del primer término, para llegar a 2. entran cn ¢l tipo de csos
caleulos de "complemento” (skm), de los que el papiro de Rhind nos ofrece ¢jemplos como
adicion y substraccion de fracciones. Aqui se tratd de hallar 1a diferencia entre ¢l cociente
1 -1/2+1/12 v 2, 0, mas stimplemente, entre 1/2+1412y L.

[1 resultado correctamente enunciado e¢s u 1/4 + L6 (que traduce en tantos NUEstros
SEI2Y

Observemos que parece, sin duda, que se haya pensado 3/12 y 2/12 lo que da
inmediatamente. va que se sabe manejar las fracciones 2 y 3: 1/4 + 1/6.

En los caleulos de fracciones con numerador 2y denominador impar no s¢ nos dice como se
halla esta diferencia.

Solo se encuentra lo que los egipcios llamaban precisamente los calculos de
complemento, que reproducen algunas de las fracciones utilizadas en la tabla:
particularmente todo ¢l grupo seeundo de tales cleulos de complemento tratan de expresar
la diferencia entre fracciones simples (1/2 + 112) v la unidad de tantos. La primera parte
agrega fracciones mas complejas a su mitad. a su cuarto, a su tercio v oa su sexto, elc.
(siempre por factores 2 ¥ 23, los (nicos que manejaron los egipcios). con €l fin de encontrar
ana fraccion simple: 1/2, 1/9, 2/3, 1/4, 1/6, 1/8. 1/12, 1/16, v una vez la unidad. Es evidente
que tenemos aqui los procedimientos de elaboracion de tabla 0. si se quiere, una scrie de
ensayos empiricos cuyo objeto es permilir precisamente realizar nuestros calculos de
complemento,

Para hallar el complemento que se necesita, 10s egipcios 1o tenian sl no omar
aquellos que le eran necesarios 0 proceder por medio de tanteos empiricos del mismo
cenero, St procedian unas veces por divisiones tmicamente de 2 vy, con mas frecuencia.
uniendo a esta la division por 2/3, es decir, por 3, lo hacian para llegar a un cociente Cuvo
complemento pudieran encontrar facilmente. ya en sus tablas, va por tanteos personales.
Como hemos dicho, de manera general. los egipeios buscaban el coctente mas proximo de 2.
porque siendo mas pequeia la diferencia que tenian que completar la encontraban con
mayor facilidad en sus tablas o de modo personal: esto les proporcionaba el empleo previo
de tal factor, salvo en ciertos casos en los que no usaban la division por 3/2 (por gjemplo.
217).

Para enunciar la solucion bastaba tomar la primera fraccion hallada 112,y agregarle
después las fracciones formadas multiplicando los denominadores de las fracciones de
complemento por el denominador de la fraccion propuesta 2/19. sea

SN Supey e
19%4  6*19 76 114

1

Fl resultado de 2/19 esta enunciado correctamente: 1/12 + 1/76 + 1/114.

El método es vacilante y burdo, pero, pese a todo, llevando como destrera su
tradicion grafica, los egipeios descubrieron que toda fraccion de numerador 2 podia
expresarse en una suma de fracciones que solo admitian por numerador la umdad.

Esta ley es en cierto modo inductiva. Fue la consecuencia de un cimulo de resultados
empiricos muy complejos casi siempre. I.o demuestran los que encontramos en ¢l papiro de
Rhind:

2/61= 1/40 + 1/244 + 1/488 + 1/610;
2/89= 1/60 + 1/356 + 1/534 + 1/890, ete.



A nuestro juicio. los egipcios pensaron la fraccion: una vez que dividieron una
manzana en 13 partes podian de manera empirica saber tomar varias de ellas, 2. 3, 4.0 v
por tante, 2/13, 3/13, 4/15. Aqui es donde parece que operaron mentalmente €n nUMETos0s
caleulos que nos han llegado. Pero tales operaciones nunca se escnben. Es que los egipeios
no sabian ni probablemente podian todavia operar sobre un numero complejo que. en verdad
ec una relacion entre dos nimmeros. En la aprehension de lo cuahtativo en cuantitaiivo, la
fraccion sigue siendo un nimero aislado, un tanto que expresa su denomimador.

I/n constituye una nueva unidad en una especic de nucva aplicacion de un meétodo
bastante primitivo de falsa posicion. Gracias a esto se operara con el 1gual que se opera con
los demas numeros, es decir, con enteros. Se trata de un entero dentro del calculo operatorio.
No se operara con el par, con la relacién que forma con su numerador, sino con ¢l numero
simple analogo a todos los demas; de ahi la necesidad de reducir siempre la fraccion en
cantos. Mientras Jos numeradores sean pares, esta reduccion se efectia facilmente por el
manual operatorio de demediacion. En cuanto se llega a un numerador impar se reduce la
expresion fraccionaria a un tanto, mas una serie de [racciones con numerador 2. Si €
denominador ¢s par, nada mejor: todas estas fracciones se reducen a tantos por demediacion
del denominador. Los egipcios sabian muy bien que 12/24 era = 172, Si el denominador es
impar, volvemos entonces al problema que resuelve la tabla v a calculos gue permiten
establecerlos. :

Los calculos de 2/n. siendo n impar son los medios de hallar siempre tantos, ¢s decir
estas umidades on cierta medida ain cualitativas. va que no se quiere operar con la relacion
escrita. Dicho de otra manera, s¢ piensa, en bloque la refacion, pero no se pueden exphcitar
las operaciones sobre esta relacion, sobre el par que establece entre dos nameros v se la
reduce expresandola por nimeros corrientes con los que el espiritu sabe actuar, operar clara
e distintamente,

Es muy dificil reconstituir una manera de pensar qu¢ no se encuenira expresada en
ningan sitio v necesitamos tratar de representarnos solo por las particularidades del
resultado. Pero si nuestra hipotesis (por gratuita que sea, a causa de tal ausencia total de
documentacién sobre el proceso mental) se aproximase a la realidad tendriamos ahi los
limites de la mentalidad matematica egipcia en su esfuerzo, va tan avanzado para reducir o
cualitativo a cuantitativo.

Volvamos ahora al conjunto del calculo estando de acuerdo con alounos estudiosos
en que alli no hay ni unidad técnica, m utilizacion o aplicacion de algn procedimiento
metodico zeneral claramente percibido v explicito.

Para ser mas concretos, operemos sobre una fraccion dada: 2719,

Para“empezar no olvidemos que se trata de dividir el numerador 2 por un nimero
impar, sea 19 El procedimiento egipcio consistira en hacer decrecer este nimero hasta 2 por
una serie de divisiones con ayuda tnicamente de los factores qne se sabian mancjar
entonces: 10 v 5. 3 (2/3 y 2). 2. Es decir se trata de multiplicar el dividendo no
sucesivamente por 2, sino por 1/2 6 2/3, sucesivamente, o sea, 1/2, 1/4, 1/8. ete., 0 2/3, 1/5.
1/6, etc., va que toda division se reduce a una multiplicacion. Hacer deciecer es emplear el
procedimiento que hace crecer o aurnentar. pero sirviendose entonces de fracciones ¥ va no
de enteros. de tal manera que el resultado es una disminucion o decrecimiento. En etfecto.
las operaciones se escriben igual que para la multiplicacion ordinaria. Solo que en vez de
anotar frente a los productos sucesivos los factores 2,4.8.16. se anotan los factores 1/2. 1/4,
1/8, ele, 0 2/3, 1/3, 1/6. V12, etc,

[as fracciones que escribe el egipeio frente a los resultados de estas divisiones
expresan el estado en que se encuentra su division, la escala de decrecimiento o disminucion
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de 19, Cada una de estas fracciones sucesivas nos da el resultado que logramos en el
fraccionamiento del namero impar propuesto, de 19,
Sea;
25014, Ve, W2, ete.

[ os denominadores de estas fracciones son los numeres que, multiplicados por los
recultados de las divisiones escritas enfrente (los cocientes), reproducen el namero 1mpar
que es nuestro divisor de origen:

1 19
2/3 12 213
1/3 6 115
1/6 3 1/6 ete.

Si se frata de un nimero par, como, por ejemplo. dividir 2 por 24, procederia de
acuerdo con este método de la siguiente manera que nos ayuda a comprender su inspiracion
oeneral:

l 24
23 26
1£3 &
146 4
1/12 2

Fscribiria 1/12 es el tanto buscado. 2/24 expresado en tantos da. efectivamente, 1/12.
Con un nimero impar como divisor, por gjemplo 19 en la reduccion de 2/19 a tantos.
procederia de la nusma manera.

Pero surgio una dificultad.

El calculista egipcio se dio cuenta de que a lo large de sus fanteos y ensayos iba mas

alla de 2 sin poder alcanzar ni este namero que le daria 1a respuesta buscada, ni detenerse
en ¢é1. Sabia que después de descender por debajo de 2 tenia una respucsta por defecto.

Por ejemplo, sea 1/12 que multiphicado por 1 1/12+1/12 da menos de 2.

Lo escribe asi v le falta hallar el complemento de su respuesta, es decir, hay que
agregar 1 a 1/2+1/12 para hallar 2, y hay que afiadir al cociente 1 1/12 para que la
multiplicacion por 19 reproduzca 2. |

:De qué manera procedera el egipeio para este complemento?. Por lo general lo tiene
en sus tablas. Pero el papiro nos ofrece en otro sitio el medio de elaborar tales tablas por
ensayos o tanteos empiricos, o de hallar de manera personal el resultado.

Ya vimos aqui que es de 1/4+1/6. Ahora bien el calculista debe hallar las fracciones
que, multiplicadas por 19, le vuelvan a dar ese 1/4+1/6, o si prefiere debe dividir por 19
estas dos cantidades fraccionarias. Sabe que basta multiplicar los denomnadores por este
numero, asi:

1 1 1 1

4%19 76 6%19 114

Los dos tantos 1/76+1/114 afadidos al tanto ya encontrado por defecto 1/12,
constituven la respuesta buscada:

2/19 = 1/12+1/76+1/114
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De esta manera llega a expresar su fraceion 2/19 en una suma en tantos.

Observemos que de una manera corriente, implicita, utihza la regla general por la
cual una fraccion es dividida por el numero que muoltiplica su denominador. No creemos
exagerado nsistir sobre este punto que muestra hasta que concepeidn racional y logica de la
[raccion habian llegado los egipeios. Es verdad que no resulta extraordinario que se Hegue a
pensar que para dividir uno de los pedazos de una manzana cortada en 3, es decir, 1/3 de
manzana, por 2, hay que cortar el trozo en 2, por tanto. multiphicar el numero de los trozos
por 2. ete. El empirismo conduce a la reela. Pero, al mismo tiempo, conduce a la logica de la
OpPCTACION.

Encontramos de nuevo todas estas operaciones en el trabajo que exige al calculador
el papiro a que nos referimos. Reproduzcamos su traduccion toméndola de Peet.

Diade 2 por 19 (2/19)

W U S 1/4 es 1570 /6 es 1/11
Procede de esta manera;
(Division clasica por 3 en 2 tiempos)

] 1S

2/3 12 2/3

143 G 1/3
(Drvision por 2)

|/ 5 15

1/12 1 1/2+1/12

(Complemento para llegara 2 )
resto 1/4+1/6

(Caleulo para hallar los complementos de la selucion, es decir las fraceiones que deben
agregarse a 1/12}.

] 10
) 38
. 4 70 1/4
resto 1/6
1/2 19/38
4/6 76/114 1/6

La multiplicacion por 6 estd efectuada clasicamente por la adicion de los resultados
de la multiphicacion por 2 v lucgo por 4.

En el fondo, todos los esquemas de esie trabajo o ejerciclo, en la parte del papiro gue
estudiamos que trata de la reduccién de fracciones a tantos. todos los paradigmas nos
ofrecen ¢l mismo movimiento de pensamiento, burdo, lento, pero logico, exacto y seguro.

A veces hay procedimientos de abreviacion utilizando o aplicande diagramas o partes
de diagramas va descubiertos, el calculador del papiro de Rhind subraya este procedimiento
de un " va encontrado” respecto del resultado que meorpora tal como aparece.




Se da cuenta, pues. de la generalidad de sus resultados y de sus procedimientos.
Posee plenamente el sentido de la asociatividad. de la distributividad v de la
conmutatividad. Que es tanto como decir que tiene plena conciencia del privilegio de la
cantidad. de la homogeneidad, por decirlo asi, de su 1sotropia v de su continuidad (Yo
sens). Y esto es lo que se traducird de manera verdaderamente creadora en este principio
de proporcionalidad.

5.1. UNIT FRACTION PARTITIONS

Fom

Hello number theorists! I have a problem that vou might be able to help me with.
Consider the Diophantine equation
n

l"l. -"I ]. ]

{0 hvalhy Kk

i=0

with n, k. and a(0..n) integers 0. [ have observed that, for n held constant. the amount of
unordered solution sets for a increases generally {but not uniformly) as k increases. Can the
amount of solutions for a be generalized in terms of k when n equals, say. 27

For n=2_ here is the amount of solutions for 0&1tk<25:

3 10 21 28 36 57 42 70 79 96 62 160
59 136 196 128 73 211 80 292 245 157 93 366

(Scott Aaronson)

When n equals 2 this asks for the number of partitions of I’k mnto three umit
fractions. 1 think a complete answer to this question will be difficult. because it includes as
a special case the unproved conjecture (of Erdos and Straus) that 4/K can always be
expressed as a sum of three umt fractions. (Clearly any such expression can be divided
through by 4 to give I/k as a sum of three unit fractions.) According to Richard Guy's
Unsolved Preblems in Number Theory, "there is a good account of this problem
Mordell's book, where it is shown that the conjecture is true, except possibly in cases where
n is congruent to 1°2; 1172, 1342, 1772, 192, or 2372 mod 840." Also, 1t's been verified
numerically for all k < 1078.

Of course, we can account for many of the partitions of 1/k simply in terms of the
partitions of 1/j where j divides k. For example, of the 366 partitions of 1/24. only 164 are
"primitive” in the sense that the ged of the three denominators 1s 1. Letting U(n) denote the
number of 3-part unit fraction partitions of n, the non-primitive partitions of 1/24 can be
counted by inclusion-exclusion as follows

U242y + TJ(24/3) - U(24/6) = 160 + 70 - 28 = 202

In general, the number of 3-part partitions of 1/k can be grouped according to the

ereatest common divisor {ged) of their denominators. o5




The results are summarized in the table below. (For reasons of space ['ve shown
only ged's up to 21.)

ecd of denominators Esq Q")
k 123435367 89101112131415161718 192021
I 111
2 412111
3 B4 133 F ¥ @1
4 1142132111101
53 13661132101 10001
6 2084411632211 1110401
71 128443113 201001 06660001
3 20111043 211432211011101 0.,
9 28108264111433112001101
0 3413 66462 1215322211001 1
J1 20107624 1000132110100 0 0.
12 552011 8945421219633 2 222 ka
13 79115031 531 0¥E0 132080804010

Letting G(k.]) denote the number of 3-part umt fraction partitions of I’k whose
denominators have a gcd of §, we have

Gkn.jn) = G(k.j)

It follows that, for example. the sum of G(24,2)) for j=1.2.... 15 equal to the sum of
((12.3) for j=1,2, ... which equals U{12) = 160.

similarly the sum -of G(24_3)), j=1.2.... 15 Just equal to U(8) = 28,

Then by nclusion-exclusion we know that the sum of G(24.)) for all j divisible by
etther 2 or 3 15 given by

UI12)+U®)-U@d) = 160+70-28 = 202

By the same approach we see that there are 285 non-primitive partitions of 1/30.
given by  ®

U3(15) + U3(10) + U3(6) - U3(5) - U3(3) - U3(2) + U3(1)
196 +96 +57-36-21-10+3 = 285

Once the non-primitive partitions have been accounted for. the remaimning
partitions counted by the terms G(kj) for j < 3k and j coprime to k. For example. there are
55 primitive partitions of 1/12, and there are 9 primitive partitions of 3/12. and 3 of 7/12,
and so on.

It might seem at first that the above table implies no solution of 4/13, because there
are no primitive solutions for 1713 with ged of 4. However, there are solutions with ged -8
and pcd=20, so we can multiply these by 4 to express 4/13 as a sum of three umt fractions.




However. the table also shows that there are no 3-part partitions of 1/11 with ged
of 8. 16, 24, or 32. It follows that 8/11 cannot be expressed as a sum of three unit fractions.

Another appreach is based on the fact that for any positive miteger k there exists a
least integer D(k) such that the partiions of 1/k into three unit fractions correspond to the
partitions of D(k)/k into three divisors of D(k). For cxample, we have D(1)=12 because the
3-part unit fraction partitions of 1/1 correspond to the partitions of 12 nto three divisors of
12

17 = 5+4+2 = G+3+3 = 4+4+4

Similarly, we have D(2) = 2520 because the 3-part unit fraction partitions of 1/2
correspond to the partitions of 1260 into exactly three divisors of 2520

1260 = 840 + 360 + 60
840 + 315+ 105
840 + 280 + 140
840 + 232 + 106&
840 + 210+ 210
630 + 504 + 126
630 + 420+ 210
630+ 53157315
504 + 504 + 232
420 + 420 + 420

The first few values of D(k) are 12, 2520, 65520, 3603600, ... 1t may be easier to
express these in terms of the exponents in their prime factorizations:
k exponents of D(k) (Esq. "h')

= = —— et e o e R — —

11
1101
i |
I
2

21
32
42
42
2211110001 :

53221111100001

6221101101

& 542111110001100000001

9 532111111011001000001

0 632121111011000001001

[ 432111111001001000101

5 642212111111110101001 1000000000000001

3 5322111010100010010011
73221111111111 1100011 10000010100000000000000001

15 £5322111111011110100111000000000000000000000000000001

16 642211211101100010001 110000000001

17 342111111111010100001110001000000000000000000000000000000000000000 ]
18 742311121111111011001110000000100000000101

19 7421111111100100001011101000001000000000001

0 7432211111111111111111111101100000000000000000100... (421}

o N v, S A TR NS R o

pres———m | e .

(1




It's clear that D(k) is always divisible by k+1. Also. it appears that D(k) is always
divisible by q= k"2 + k + 1. Moreover, if q 1s a prime, then it is the largest prme dividing
Dik). In any case, the largest prime divisor of D{k) is no greater than q.

Another interesting approach is to place the original equation

Ik-= la+ L+ lic (1)
in "dimensionless” form by simply multiplving through by k:
| =x+y+z (2)

where x=k/a, y=k/b, and z=k/c. Equation (1) is just the equation of a diagonal plane in 3D
space, and we are looking for rational points on this plane whose numerators divide k. We
could trv rotating this plane into a 2D space to simplify things (although the rotation
might not preserve rationality ).

[nterestingly, if we make the substitutions

X=ak-1 Y=bk-1 Z=c¢k-1
then the original equation (1) becomes
XYZL-XK-Y-2=12 (3)

This equation seems to arise in many different problems. Here the only effect of k
is to determine which of the rational solutions of (3) give integer values of ab.c according
to

a=(X+Dk  b=(Y+Dk c¢=(Z+1)k

In other words. k just "scales up" the rational solutions of (2), resulting in a certain
number of them being integers. If k=1 then the only integer solutions (a.b.c) correspond to
the positive integer solutions (X.Y.Z) of (3}. namely .

(1.2.5) (1.3.3) (222

For k=2 we can accept half-integer solutions of (3), and so on. In effect this 15 a
way of "stratifying” the rational solutions of an equation. It could probably be applied to
other equations as well, i.e., given an equation with finitely many positive mteger solutions,
count the numbers of rational solutions whose common denominators divide k=1.2,3, .

Still another approach is to lower our ambitions and determine the number of 2-
part unit fraction partitions of 1/k Since this case was passed over in the original poster's
problem statement, 1 assume the solution 1s well known. However. 1 don't find the
corresponding sequence in Sloane’s Encyclopedia. so maybe its worth covering this
admittedly simple case. Let U2(N) denote the number of distinct partitions of I/N into
exactly two unit fractions (not counting order). The first several values of U2(N} for N =1,
T BTG
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Clearly U2(N) depends only on the exponents in the prime factorization of N, In
seneral, if N has the factorization

N = (plhal){(p2~a2)..(pt at)

then

P

(2al+1)2a2+1) . (2at+1) + |

Incidentally. if N is square-free the above formula reduces to (37t + 1%2. This
sequence of numbers (1,2,5,14.41,122.365,...) does appear in Sloanc's Encyclopedia,
although | don't know if the reference relates this sequence to the numbers of partitions of
I/N into two unit fractions for square-free integers N with t prime divisors,

The function U2(N) is formally similar to the number-of-divisors function tau{N).
although U2 is not multiplicative. We could gen cralize this to give the family of functions

(Gal + Djaz+ ..Gar+1) Q-1
T T
]
We know that F1{N) gives the number of divisors of N, and F 2(N) gives the
number of 2-part unit fraction partitions of N. I'm not surc what, if anything, 15 counted by
E S0

5.2, PARTICIONES DE FRACCIONES UNITARIAS (traduccion)

Considerando la ecuacién Diofantina en la que n, k, v a (0.n) integran 0. Se ha
observado que para que n se mantenga constante, la solucion no ordenada se establece para
que a aumente generalmente (pero no de mancra uniforme)} a medida que k aumenta. jPuede
la cantidad de soluciones para a generalizarse en términos de k cuando n es igual a 2. por
ejemplo ?

Para que n = 2. aqui presentamos la cantidad de soluciones para O&Itk<25;
3 10 21 28 36 57 42 70 79 %% 62 160
59 136 196 128 73 211 80 292 245 157 93 366
(Scott Aaronson)

Cuando n iguala a dos esto requiere un numero de particiones de 1/k en fracciones de
3 unidades. Creo que una respuesta completa para csta cuestion sera dificil, porque mcluye
como un caso especial la conjetura no comprobada de que 4/k sicmpre puede expresarse
como una suma de fracciones de tres umdades.
(Obviamente una expresion de esta naturaleza puede dividirse por 4 para dar 1/’k como una
curna de fracciones de tres unidades). De acuerdo con los problemas no resueltos de la teoria
de los nameros de Richard Guy "hay una buena explicacion de este problema en ¢l libro de
Mordell. donde se demuestra que la conjetura es verdadera. excepto posiblemente en los

i



CAS0S G0 que N s congruentc ¢on 127 1142, 1342, 1772, 1972, o 2372 mod 8407 Ak
mismo. esto se ha verificado numéricamente para todas las k <1078.

Podemos justificar muchas de las particiones de |/k simplemente en terminos de las
partictones de 1/] en que § divide a k. Por gjemplo, de las 366 particiones de 1/24. solo 164
son "primitivas” en el sentido de que el mdc de los 3 denominadores es 1. 5i se permite que
Ufn) denote el namero de las particiones de fracciones unitarias de 3 partes de n. las
particiones no primitivas de 1/24 pueden contarse por la inclusion-exclusion del siguiente
modo: '

U(24/2) + U (24/3) - U(24/6) = 160 + 70 - 28 = 202

En general, el nimero de particiones en 5 partes de 1/k puede agruparse de acuerdo
con el maximo comun divisor de sus denominadores.
Los resultados se resumen en la tabla sigwente.

{ver Esg."d")

Si se permite que G(k,j) denote ¢l numero de las particiones de fracciones unitaras
de 3 partes de I’k cuyos denominadores tienen un méaximeo comun divisor de ], tenemos
G(kn.n) = G{k.).

De esto se desprende. por ejemplo. que la suma de G(24.2)) paraj = 1.2..._ es ignal
la suma de G(12.j) paraj= 1.2,.... que esigual a U(12) = 160

Del mismo modo. la suma de G(24.37). j = 1.2.... es exactamente igual a U(8) = 28.

Lucgo por inclucion-gxclucion sabemos que la suma de G(24.j) para todo j divisible
va sea por 2 o por 3 se da ast:

U(12)+ U(8) - U(4) = 160 + 70 - 28 = 202

Por ¢l mismo método observamos que existe 2835 particiones no primitivas de 1/30,
que se da del siguiente modo:

U3(15) + U3(10) + U3(6) - U3(5) - U3(3) - U3(2) + U3(1)
= 196 + 96+ 57 - 36-21 - 10+ 3 = 285

Una vez que las particiones no primitivas han sido justificadas, las particiones
restantes contadas por los términos G(k.j) para j<3k y j co-primo de k. Por g] emplo, existen
35 particiones primifivas de 1/12, ¥ existen 9 particiones primitivas de 5/12, y 3 de 7/12, etc.
Podria parecer a primera vista que la tabla anterior mnplica que no hay solucion de 4/13,
porque no hay soluciones primitivas para 1/13 con maximo comun divisor 4. Sin embargo,
existen soluciones con maximo comun divisor = 8 y maxime comun divisor = 20, de manera
que podemos multiplicarlos por 4 para expresar 4/13 como una suma de fracciones de tres
unidades. Sin embargo, la tabla también demuestra que no existen particiones de 3 partes de
1/11 con maximo comuin divisor de 8, 16. 24, 6 32

De ahi se desprende que 8/11 no puede expresarse como una siuma de fracciones de
tres unidades,

Otro método se basa en el hecho de que para cualquier entero positivo k existe un
entero menor D(k) de manera tal que las particiones de 1/k en fres fracciones unitarias
corresponden a las particiones de D(kiK en tres divisores de D(k). Por ejemplo, tenemos




D(I) = 12 por que las particiones de fracciones unitarias de 3 partes de 1/1 corresponden a
las particiones de 12 en tres divisores de 12:

12=6+4+2=6+3+3=4+4+4

De manera similar, tenemos que D(2) = 2520 por_gue las particiones de fracciones
unitarias de tres partes de 1/2 corresponden a las particiones de 1260 en exactamente tres
divisores de 2520:

1260=840 + 360 + &0
340 + 315 + 105
840 280 4+ 140
840 + 252 + 168
340 + 210 + 219
630 504 126
630 + 420 + 210
6300 =+ 318 #+ S5
504: - 50 = E5Z
420 + 420 + 420

Los primeros valores de D(k) son 12,2520.65520,3603600,...Puede ser mas facil
expresar csto en términos de los exponentes en sus factonizaciones primas:
K exponentes de D(K). ¢ ven €3Q ("8"))

Esta claro que D(k) es siempre divisible por k+1. También, se demuestra que D(k) es
siempre divisible por q = k™2 + k + 1, Asi mismo, s1 g €5 un nimero primo, entonces ¢s cl
numero primo mas grande que divide D{k). En todo caso, el divisor primo mayor de D{k) no
¢s Mayor que q.

Otro método interesante es colocar la ecuacidn original

k= 1/a+ I/b+ lic (1)
"sin dimension”, multiplicandolo simplemente por k:

=Xt y+ 2)
mientras que x = kfa, y = k/b, y z = k/c. La ecuacion (1) es justamente la ecuacién de un
plano diagonal en espacio tridimensional, v buscamos obtener puntos racionales en este
plano cuyos numeradores dividan a k. Podemos intentar rotando este plano a un espacio

bidimencional para simplificar las cosas (aunque la rotacién podria no preservar la
racionalidad).

Lo que resulta interesante es que si realizamos las substituciones
X=ak-1 Y =bk-1 Z = cik-1

Entonces la ecuacion ongmal (1) se convierte en

K¥Z - K% - =2 (3)
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[sta ccuacion parece surgiv en muchos problemas diferentes, Aqui el tnico efecto de
k es determinar cual de las soluciones racionales de (3) da valores enteros de a. b, c de
acuerdo con

a=({X+ 1k h={N+ 1.3k c={Z+ 1)

En otras palabras, k solo "escala hacia” las soluciones racionales de (2) , derivando en
que cierta cantidad de ellos son enteros. Si k = 1 entonces las finicas soluciones enteras ( a.
b. ¢ ) corresponden a las soluciones enteras positivas (X, Y. Z) de 3. a saber

(] Gy () 5:5) (2.2,:2)

Para k = 2 podemos aceptar soluciones de medio enteros de (3), ete, En efecto, esto
es un modo de "estratificar” las soluciones racionales de una ecuacion.

Probablemente podria aphcarse a ofra ccuacion también, es decir, dada una ecuacion
con muchas soluciones finitamente enteras positivas, contar los numeros de las soluciones
racionales cuyos denominadores comunes dividen k=1, 2, 5.

Otro método es reducir nuestras expectativas y deternunar el nimero de particiones
de fracciones unitarias de 2 partes de I/k. Dado que este caso se paso por alto en el
enunciado del problema original, asumo que la solucion es bien conocida. Sin embargo. no
encuentro la secuencia correspondiente en la Enciclopedia de Sloane, entonces puede ser
que valga la pena tratar este caso evideniemente simple.

Permitamos que U2(N) denote el numero de particiones distintas de /N en
exactamente dos fracciones unitarias (no en orden). Los primeros valores de U2(N} para N

I AN |

o o2 g 8 5 2 @ 33 2 8 2 885 8 & B

et e

Claramente U2(N) depende solo de los exponentes en la factorizacion prima de N. En
aeneral, st N tiene la factonzacion

N = (plhal) { p27a2).....(pthat)
Entonces

FUZ(N)= (Qal+1)(2a2+1)..(2at+1)+1
2

De manera incidental, si N es square-free la formula antenior se reduce a (37t + 1)/2.
Fsta secuencia de nameros (1, 2, 5. 14, 41, 122, 365, ...) no aparece en la enciclopedia de
Sloane, aunque ne puedo saber si la referencia relaciona esta secuencia con los nimeros de
particiones de 1/N en dos fracciones unitarias para enteros square-free N con los divisores
primos t.

La funcién U2(N) es formalmente similar a la funcion del nimero de divisores tau
(N), aunque U2 no es multiplicativo. Podriamos generalizar esto para dar la familia de
funciones

S5
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FiN)=Gal+1) Ga2+D..Gat+ D+G-1)

J
Sabemos que FI1(N) da el namero de divisores de N y F 2(N) da el namero de

particiones de fracciones unitarias de 2 partes de N. No estoy seguro sobre qué es lo que se
cuenta con F3(IN), si es que se cuenta algo.

53 MINIMIZING THE DENOMINATORS OF UNIT FRACTION EXPANSIONS

For any proper fraction n/d let f{n.d) denote the least integer k such that n/d can be
expressed as a sum of distinct unit fractions with denominators less than or equal fo kd. Tor
example, we have f(31/311) = 10, because 31/311 can be expressed as a sum of distinet
anit fractions with denominators no greater than 3110, but not with any smaller max
denominator, I'm secking a reference, proof, or counter-example for the conjecture that
find) < 2In(d)+ 1.

The proposition would certainly be false if the +1 was omitted, because we have
f(7.19) = 6, whereas 2¥In(19) equals only 5.89.

On the other hand. with the +1 term the proposition is true for all d < 4831. For
example, the formula correctly asserts that the fraction 43/4021 can be expressed as a sum
of distinct unit fractions with greatest denominator 68357,

[t certainly appears that highest values of max{find)} are nearly lnear as a
function of log(d), and on probabilistic grounds it's easy 10 see that the relation should be of
this form. I'd like to know if the asymptotic slope is really 2, or if something stecper
15 required.

David Eppstein wrote:

The best result in this direction that 1 know of 1s H. Yokota, Denominators of
Foyptian fractions, J. Num. Th. 28 (1988) 258-271
According to the abstract...it proves that, in your notation, f(n,d) == (log d)™(3/2 + epsilon),
where epsilon goes to zero as d goes to mnfimty. |

Thanks for the reference. Yokota has published additional papers on Egyptian
fractions since 1988, including one in 1990 with G. Tenebaum in which they further refined
the upper bourid on f(n,d). They trace heir work back to a conjecture of Bleicher and Erdos
in 1976 that for every epsilon 0 there is a constant C such that

fin.d) < C log(n)"(1+epsilon)
which is similar to, but less restrictive than, my conjecture that f{n.d) < 2 log{d) + .

However, I've found a counter-example to my conjecture. The umit fraction
expansion of 3/6947 with the smallest maximum denominator 15

1 /1 11 1 11 1 1 1% ] 1
. T B T e et (a)
6047 %2 3 4 5 7 & 13 14 19/ 3640 35187

so we have f{5.6947) = 19, whereas my conjectured upper bound is 2 log(6%47) + 1 =




18.692.. If we define D(d) as max{f{n,d)|0 < n < d} then the smallest values of d for each
D{dy=<20 are listed below:

D{d) smallest d D{d) smallest d

i e il S i ] B T T e e o e s e e s e s

1 2 11 271
i 3 12 419
3 - 13 521
4 il 14 75l
3 13 13 1423
5] 19 16 2273
7 41 17 4021
8 3 18 5659
5 3% 19 6947

10 179

It's interesting to consider why it's impossible to express every simple fraction of
the form n/19 (for example) as a sum of distinct unit fractions with max denominator of
5%19 or less. The reason can be explained in terms of the first five reciprocals (mod 19).
These five numbers are

1/1 = 1
1/2 =10
1/3 =13 (mod 19)
/4 =5
/53 = 4

In order to express every fraction n/19, n = 1 to 18, as a sum of unit fractions with
denominators no larger than 5%19 we would need to be able to express each n from 1 to 18
as a sum (mod 19) of the above five numbers, i.e., 1, 10. 13, 3, 4, without repetiion. The
possible sums of these numbers (mod 19) are

sums of one; 1 10 13 5 4

sums of two: 11 14 6 5 4 15 14 18 17 9
sums of three: 3 16 150 18 10 9 8 03
sums of four:™ 13 4 1 9 10

sums of five: 14

The numbers 2, 7, and 12 do not appear, so these are the numerators n such that the
expansion of n/19 requires a denominator of at least 6¥19.

Obviously it's a simple matter to recursively generate the sums of the reciprocals
(mod p) of the first k integers, for k=1,2,... until finding a solution. Roughly speaking. if we
treat the sums of random samples, we would expect to need O(log(p)) samples to get any
particular residue modulo p, so this immediately leads us to suppose that we could expand
any simple fraction n/p into a sum of unit fractions with greatest denominator roughly O(p
log(p)).

The 1976 paper of Bleicher and Erdos concludes "with a numerical example which
illustrates that the algorithms to date [for expanding fractions into sums of umt fractions




mimimizing the largest denominator] leave something to be desired.” They note that the
Fibonacci-Sylvester algorithm vields an expansion with huge denominators (although there
scems to be a typo in the actual values printed in the paper). In contrast, Erdos’s alzorithm
21VES

3 i I ] 1 ] 1 1
i o R e e i (Esq. 1)

121 48 72 180 1452 4354 8712 §&7120

They also noted that the continued fraction algorithm gives a shorter expansion
with smaller denominators

5 i I 1 1 1
cee = oo Fcien At mmae o ommem b oeeeemae (Esgl 2)
121 25 1225 3477 7081 11737

Then they compare this with the algorithm described m their paper.which gives
5 1 1 1 1

pogti kR + e (Esq. 3}
121 30 242 363 12140 3630

They then applied "ad hoc" methods to get "a good short expansion”

s: P ¥ 4 1
T T R Y (Esq. 4)

121 42 70 330 3082

and then another expansion "which while longer has denominators considerably smaller
than anvy of the others"

5 1 i ] 1 I
R A e S R (Esq. 5)
121 42 70 726 770 1815

It's interesting that, at recently as 1976, people evidently weren't familiar with the
simple recursive algorithm for finding the unit fraction expansion with the absolute smallest

max denorminator.

As David Eppstein has pointed out, since 121 1s composite the recursive algorithm
can be applied to (1/11)(5/11) to give the almost trivial expansion 5/121 = 1/33 + 1/121 +
1/363. This makes it rather surpnsing that 5/121 was selected by Erdos and Bleicher to
exemplify a "hard" fraction, especially considering that this method was apparently used to
construct the tables of umit fractions in the Akhmin Papyrus, c. 500 AD.

By the way, I've done some more checking and found that the lowest order fraction

n/d such that D(d)/d = 2015 1097/14939, wiich expands 7to 1/14939 times




f1 1L 1 F 41 %4 1 13 1 1 % ¥
e e e {b)
V12 34 56 78 910 12 14 16 18 20/

plus a remainder of 41/560 = 1/14 + 1/560. Interestingly this is back in agreement with my
original conjecture that D(d)/d < 2 log(d) + 1.

Another interesting point is that the only four numerators for which f{n,14939)
equals 20 are 1097, 1927, 13235, and 14065. Notice that both pairs differ by 830,
Ewvidently these are the only four numbers that can't be expressed as sums in terms of the
reciprocals of the first 20 integers modulo 14393,

The above article alludes to a recursive method for expanding a simple fraction nip
mto a sum of distinct unit fractions by forming the sums of the reciprocals of the first k
infegers modulo the prime numerator p. The first sum that equals the denominator n vields
an expansion of the form

I Bl ] J) u
i (e =ty RN o)
P p ovxl x2 xj/ v
where 0 <xl <x2 ... <xj <=k and v is not divisible by p. I said that this method gives the
expansion with the least possible max denominator, p*xj. Of course. this assumes the
remainder w'v can be expanded into a sum of unit fractions with max denominator less than
p¥*x], which 1s ordinarily the case, because v can only be a product of divisors of the x's,
cach of which is smaller thanroughly log(p).

David Eppstein wrote:

[ am not convinced however that this idea necessarily always gives the expansion
with the minimum denominator... It gives some multiples of 1/p together with a remaining
term 1n which no factors of p appear.

But how do we know that remaining term has a good expansion?

You're right, there are cases in which the remainder of the first solution produced by the
recursive formula requires a denominator greater than p*xj in its expansion. For cxample, 1f
we search recursively for an expansion of 3/2221 the first solution is occurs with k=11,
namely

3 1/ I 1 X1 £ ¥ 4 1 3 Ltb 1
mmmmee = emmeee (] bt ettt oot ) e (d)
2221 2221\ 2 3 4 56 7 8 9 11/ 27720

but 1n this case p*xj = 24431, which is less than the remainder's denominator of 27720,
What we've shown is that the greatest denoninator in an expansion of 3/2221 must be at
least 24431, and need be no greater than 27720, To determine if there is an expansion with
max denominator between 24431 and 27720 we must proceed to the next solution in the
recursion, which ocours at k=13

3 1 ¢/ 11 1 1 1 1y 1

et () UL SR S LR SR S

2221 2221% 2 5 6 7 10 13/ 2730

(e)




This shows that the next smallest possible value of p¥xj 1s 28875, and no later
gxpansion in the recursion sequence can have a lesser max denominator than this.
Therefore, the preceeding selution 1s optimun.

In general, this method of determining, the optimum (least max denominator)
expansion consists of recursively generating the solutions in increasing order of p*xj until

finding one for which the remainder can be expanded with a max denominator less than

prXI. _

This almost alwavs occurs on the first solution. but if it doesn't the process
continues until such a remainder is found.

Roughly speaking vou will always find solutions with K less  than
Oflog(p)*(1+delta)], and the recurrence invelves 27k trials, so the number of trials 18 very
roughly on the order of p. This approach is even more efficient for finding the limiting
expansion for ALL the numeralors for a given denominator p, becauase this can be
computed in essentially the same time required to solve for a single numerator.

OFf course the above algorithm applies only to expanding fractions with prime
denominators. From the standpoint of determining the upper hound on max denominators
this is not a serious limitation because the greatest values of (max denom 1
expansion)/(denom) are known to occur for prime denominators.  However, it could be a
limitation in carryving out the above algorithm m cases were the remainder w'v is non-trivial,
Fortunately the fact that v is necessarily the product of many distinct small primes implies
that it's usually quite easy to find a robust expansion of wv simply by partitioning u nto
divisors of v.

s 4 MINIMIZACION DE LOS DENOMINADORES DE LAS EXPANSIONES
FRACCIONARIAS: (traduccion)

Para cualquier fraccion adecuada n/d. se debe permitir que f{n.d) denote el entero k
menor de manera tal que n/d pueda expresarse cOmoO SuUINa de fracciones unitarias disnintas
con denominadores menores o iguales a kd. Por ejemplo, tenemos f (31/311) = 10, porque
31/311 puede expresarse como suma de fracciones unitarias distintas con denominadores
que no son mayores a 3110, pero no con cualquier denominador maximo menor, EstOy
buscando una referencia, prueba o gjemplo contrano para la hipbtesis de que f{n.d)=2 In(d)
i

La pfopuesta seria ciertamente falsa st el + 1 se omitiera, porque tenemos f{7,19) = 6,
mientras que 2% 1n(19) solo iguala a 5.39. Por otra parte, con ¢l términe + 1 la proposicion
es verdadera para toda d<4831.Por ejemplo. la formula correctamente afirma que la fraccion
43/4021 puede expresarse como una suma de fracciones unitarias distintas con denominador
maximo 63557,

Ciertamente parece que los valores mas altos de max{f(n.d)} son cas lineales como
funcién de log(d). v basindonos en la probabilidad, es facil ver que la relacion debera ser de
este modo. Me custaria saber si la pendiente asintolica es realmente 2, 0 51 $¢ requiere una
pendiente mayor.

David Eppstein escribio:
"E]l mejor resultado que conozco en esta direccion es:
H. VeoKota, Denominadores de fracciones cgipeias,
J. Num Th 28 (1988) 258-271
De acuerdo con el abstracto prueba que, en su anotaclon, F(n.dy==(log d)*(3/2 + épsilon),




Donde épsilon va a cero como d va al mfimto.

Gracias por las referencias. YoKota ha publicado trabajos complementarios en
fracciones Faipeias desde 1988, incluyendo una en 1990 con G, Tenebaum en la que ellos
refinaron el limite superior en f{n.d). Su trabajo se basa en una conjetura de Bleicher v

Erdos en 1976 que por cada épsilon o existe una ¢ constante como
F(n,d}=C log(n)~(1 + épsilon)
Que es similar a, pero menos restrictiva que, mi conjetura de que f{n.d)=2 log{d)}+1

Sin embargo, he encontrado un ejemplo contrario a mi conjetura. La expansion de la
fraceion de 5/6947 con el denominador maximo menor s

(ver a)

de manera que tenemos f{3.6947) = 19, mientras que el limite superior en mi conjetura es 2
log (6947) + 1 = 18.692..Si definimos D(d) como max {f{n.d) /0 <n < d)} entonces los
valores menores de d para cada D (d) <20 son los que s¢ enumeran a continuacion;

D(d) menor d D{d) menor d
1 2 11 271
2 3 12 419
3 5 13 321
4 il 14 751
3 3 15 1423
6 19 16 2273
7 41 17 4021
8 37 18 5659
9 89 19 6947
10 179

Resulta interesante considerar por ::11113?.r es imposible expresar cada fraccion simple de
la forma n/19 (por gjemplo) como una suma de fracciones unitarias distintas con
denominador maximo de 5*19 o menos. La fraccion puede explicarse en términos de los
Primeros ¢inco reciprocos (mod 19). Estos cinco numeros son

1/1=1
1/2:=10
/3=13 ( mod 19)
1/4d =5
1/5=4
Para expresar cada fraccion n/19, n =1 a 18, como una suma de fracciones unitarias con

denominadores 1o mayores que 3¥19 nosotros necesitarfamos poder expresar cada n de 1 a
18 como una suma (mod 19) de los cinco nameros anteriores, es decir, 1, 10, 13, 5, 4. s
repeticion. Las sumas posibles de estos numeros (mod 19] son
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Sumade 1: 1 10 13 5 4

Suma de 2; 1114 6 5 4 e e 1 O
Suma de 3: 5 16 15 0 18 16 9 8 O 3
Suma de &; i3 4 1 9 10

Suma de > 14

os nameros 2, 7, y 12 no aparecen, entonces estos son los numeradores n tales que
la expansion de n/12 requiere un denominador de al menos 6%19.

Obviamente, es simple generar de mancra cecursiva las sumas de los reciprocos {(imod
p) de los pruncros cnieros k. para k = 1.2,... hasta encontrar ubd solucion, En términos
acnerales, s nosotros lratamos las sumas de muestras alcatorias, esperariamos necesitar
muesiras O (log (p) ) para obtener cualguier residuo particular de modulo p. entonces esio
nmediatamente nos conduce a suponer que podriamos expandir cualquier fraccion simple
/p a una suma de aeciones con un denominador mayor aproximado a 0 (p los (p) ).

El trabajo de Bleicher y Erdos de 1976 llcga a la conclusion de que "con un gremplo
numérica que ilustra que los algoritmos a la fecha (para expandir fracciones a sumas de
fracciones unitarias minimizando el denominador mavor) deja algo que desear’.

Ellos notan que el algoritmo Fibonacci-Sylvester da una expansion Con enormes
denominadores {aunque esto parece ser un tipo en los valores reales en el trabajo).

Par el contrario. ¢l aleeritmo de Erdos da

( ver Esq. 1)

Ellos también notaron que ¢l algoritmo de fraccion continuada da una expansion
menor con denominadores menores.

(ver Esq. 2)

Entonces comparan esto con el algoritmo descripto cn su trabajo, que da
(ver Esq. 3]

Entonces aplicaron métodos "ad hoc" para ::}h{entr “ una buena expansion corta”
(ver Esq. il

Y lucgo otra expansion "que aunque sca mas larga tiene denonmnadores
considerablemente menores que cualquiera de las otras”

(ver Esq. 2)

Resulta intercsante que, tan reclentemente comio 1976, la gente evidentemente o
estaba familiarizado con el algortmo simple recursivo para encontrar la expansion de las
fracciones unitarias con el menor denominador méximo absoluto.

Como Davis Eppstein ha sefialado, dado que 121 es compuesio el alzoritmo
recursivo puede ser aplicado a (1/11) (5/11) para dar la expansion casi trivial /121 = 1/535 +
1/121 + 1/363. Esto hace que sea bastante sorprendente que 3/121 fue seleccionado por
Erdos v Bleicher para ejemplificar una fraceion "dura", especialmente considerando gue este

&




método fue aparentemente utilizado para construir tablas de fracciones en el papiro Akhmin.
en el 300 DC.

A propésito, he realizado algunas verificaciones mas y encontre que fa fraccion en
orden menor n/d tal que D(d)d = 20 es 1097/14939, que se expande 1/14939 veces

(ver b

Mas un resto de 417360 = 1/14 + 1/360. Es mteresante que esto concuerda con mi
conjetura original de que D(d)d < 2log(d) + 1.

Ofro punto interesante es que los dnicos cuatro numeradores para los cuales
(n.14939) es 1gual a 20 son 1097, 1927, 13233, y 14065, Noten que ambos pares difieren
por 830, Evidentemente estos son los unicos cuatro nUmMeros que no pueden expresarse
como sumas en términos de los reciprocos de los primeros 20 madulos enteros 14395,

FI articulo anterior alude a un método recursivo para expandir una fraccion simple
n/p en una suma de fracciones distintas fonmando las sumas de los reciprocos de los
primeros enteros k modulan ¢l numerador primo p. La primera suma que iguala el
denominador n da una expansion de la forma

(verc)

donde 0<x1<x2... <xj<=k v v no es divisible por p. Dije que este método de la expansion
con el denominador maximo menor posible. p*xj. Por supuesto. esto supone quc cl
resultante w/v puede ser expandido en una suma de fracciones unitarias con ¢l denomimador
maximo menor que p*xj, que es lo que generalmente sucede, porque v puede solo ser un
producto de divisores de las x, cada una de las cuales es menor que el aproximado log(p).

David Eppstein escribid:

"No estov convencido. sin embargo. de que esta idea necesariamente siempre da la
expansion con el denominador minimo...Da algunos multipios de I/p jurto coni un {ETTing
remanente en el cual no aparecen factores p. Pero como sabemos que el termino restante
tiene una expansion buena?"

Esta bien. existen casos en los que el restante de la primera solucion producida por la
formula recursiva requiere un denominador mayor que p*xj en su expansion. Por gjemplo,
si buscamos recursivamente una expansion de 3/2221 la primera solucion es la que ocune
conk =11, a saber

(ver d)

Pero en este caso p*xj = 24431, que es menor que el denominador de 27720 del
restante. Lo que hemos demostrado es que el denominador mayor en una expansion de
3/2221 debe ser por lo menos 24431, v es necesaro que no sea mayor que 27720,

Para determinar si existe una expansion con denominador mayor entre 24451 v
27720 debemos proceder para que la proxima solucion en la recursion, que ocurre cf k=

—
!

L]
.

-

—

{ver e}
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Fsto demuestra que el préximo valor menor posible de p*xj es 28873 y ninguna
expansién posterior en la secuencia de recursion puede tener un denominador maximo
menor que este. Por lo tanto, la solucion precedente es aptima

En general, este método para determinar la expansion optima (denominador maximo
menor) consiste en generar recursivamente las soluciones en orden ascendente de p*xj hasta
que se encuentre uno para el cual el restante puede ser expandido con un denominador
maximo menor que p*xj. Este caso siempre ocurre en la primera solucion, pero de lo
contrario. el proceso continua hasta que se encuentra un restante.

Fn términos generales usted siempre encontrard soluciones con k menor que O
(log(p))*(1+ delta), v la recurrencia incluye las pruebas 27K, de manera que ¢l namero de
intentos esta muy cerca del orden de p. Este método es aun mas eficiente para encontrar la
expansion limitadora para todos los numeradores de un denominador p dado, porque esto
puede ser computado en esencialmente ¢l mismo tiempo requerido para resolver un
numerador inico.

Por supuesto que el algoritmo anterior se aplica solamenie a la expansion de
fracciones con denominadores primos. Desde ¢l punte de wvista de la determinacion del
limite superior en los denominadores maximos esto no s una limitacién seria porgue los
valores mas erandes de (denominador maximo en expansion) / (denom) se sabe que ocurren
para denominadores primos. Sin embargo, podria ser una limitacion en llevar a cabo ¢l
algoritmo anterior en casos en que el restante u/v no es trivial.

Afortunadamente. el hecho de que v es necesariamente el producto de muchos primos
pequefios distintos mmplica que es por lo general bastante facil encontrar una expansion
importante de u/v simplemente particionando u en divisores de v.

5.5 PROGRAMA PARA SEPARAR FRACCIONES:

Hemos realizado un programa que da como resultado el fraccionamiento con salo la
unidad como numerador (excepto el 2/3).
Para confeccionarlo nos hemos basado en las siguientes reglas:

Para las fracciones del tipo 2/n, siendo "n" primo, ¥ n < 101, ¢l programa
utiliza la tabla del papiro de Rhind.

Para las fracciones del tipo 2/n, siendo "n" par, simphfica directamente.

Para las fracciones del tipo 2/, siendo "n" impar y no primo, utiliza la
“sieuiente formula: 2/n = 2/(ab) (siendo "a" el prmer primo menor que
cumpla esta condicion).

- Las fracciones pueden simplificarse. (Los egipcios lo hacian por proporcion).

- Para descompener una fraceion del tipo a/b, siendo a = 3, utiliza la siguiente
formula: %_ j; + “'h_] . En el caso en que no pueda simplificarse la fraccion

£ =1
o
1. ¢ =137 S |

”.!f | ?LE tal que l::H I; ”_L pucda E-;]l'ﬂl_}hﬂi:ﬂi'ﬁt'. Lna vez hallada la
"y i f!

el programa busca unma fraccion equivalente hasta cumplirse que

. . . 1 (a—DFn-—1
fraccion equivalente que busca, la descompone en = +_—b =
1 T




- §i el numerador es mavor que ¢l denominador, lo expresa como nmere.
mixto.

- Los términos son decrecientes.

- No repite fracciones.

Como los egipcios preferian igualdades con menor numero de sumandos, elegimos estas
reglas porque nos parecieron las mas adecuadas para que esto se cumpla.

5.5.1 PROGRAM FRACCIONAR (1.0}

(* Este programa descompone fracciones segin nuestro Crierio de como lo hacian los
Egipcios *)

uses crt,printer;
tvpe
vector= array [01..25] of infeger;

VAT

vecta, vecth, vecpri: vector;

a.b,zc.om.n: integer,

j.char;

archivo:text;

marca:boolean:

function med (x,y:integer):mteger;
(* Esta funcion determina el med de dos nimeros *)
var
ZIINteger,;
bezin
repeat
z:=x mod vy,
X=Ye
¥I=Z,
until (z=0);
med=xy
end;

function primo(vectb:vector;z:integer):boolean;
(* Esta funcién determina si un nimero es primo o no (hasta 101) *)
var
c.l.riinteger;
1:boolean;
begin
primo: = true:
ci=1;

2

J.=rue;
while (c<vectb[z]-1) and (3) do




begin
=t
r=mcd{vectb[z].c);
if{r<>1) then
Ji=talse;
end;
Primo;=j;
cnd:

procedure cargavecpri{var vecpri:vector;var vbinteger:vbl:integer);
(* Procedure que es utilizado por el procedure inicializar *)

begin
vecpr[vb]:=vhl1;
vh:=vhb+t]:

end;

procedure micializar (var vecta, vectb,vecpn:vector});
(* Este procedure inicializa con ceros a los dos vectores numerador y denominador, y carga
a ofro con nmeros primos *)

var
d:integer;
begin
ford:=1 to 25 do
begin
vecta[d]:=0:
vectb|d]:=0;
end;

cargavecpri{ vecprt,d,3);
cargavecpri{vecpri.d,5);
careavecpri( vecpr.d,7);
cargavecpn{vecpr.d,11); .i'
cargavecpn(vecpri,d, 13);
cargavecpri{ vecpr,d, 17}
cargavecprifvecpri.d, 19}
cargavecpryvecpri.d,23);
cargaveepri(vecprt,d,29);
cargavecpri{ vecpri,d,31};
cargavecpri{ vecpr,d,37);
cargavecpri{ vecpri,d,41};
cargavecpri{ vecpri.d.43 ).
cargavecpri{vecprl,d.47):
cargavecpri{vecpr1,d,533};
cargavecpri{vecpri,d,59);
cargavecpri{ vecpri,d,61};
cargavecpri{ vecpr,d.67);
cargavecpri{ vecpri.d,71);
cargavecpri{vecpr.d,73);

ad




cargavecpri{ vecpry,d, 79);

cargavecpri{ vecpr,d. 83);

cargavecpri{vecpr.d.8§9);

cargavecpri{ vecpr.d.97);

cargavecpri{vecpr,d, 101};
end;

procedure xx1 {var vecta.vectb:vector;var z:nteger;vb1,vb2integer);
(* Procedure que cs llamado desde el procedmre "tabla”™ *)
begin
vectb[z]:=vb1:
L=zt
vectalz] =1
veclbfz]=vb2;
end:

procedure xx2({var vecla, vectb:vector;var z:nteger; vb1,vb2Z vb3nteger);
(* Procedure que es llamado desde el procedure "tabla"*)
begin

vectbfz]:=vDb1;

Z:=z+ 1

vecta[z]:=1;

vectb|z]:=vb2;

ek ol B

ectajz]=1;

vectb[z]:=vb3;
end:

procedure xx3(var vecta, vectb:vector;var z:integer; vb1,vb2,vb3 vb4d:integer);

{(* Procedure que es llamado desde el procedure "tabla” #)
begin
vectb[z]:=vbl1; i'
.=zl
vecta[z]:=1;
vectb[z]:=vh2;
zi=z+1;
vecta[z]=1;
vectb{z]:=vb3;

z:=z+1;

vectalz)=1;

vectb[z]:=vbd4;
end;

procedure simplificar (var vecta, vectb:vector; var zciinteger);
(* Este procedure simplifica fracciones (pnmera posibihdad)*)
begin

vectajz]:=vectajz] div c;

vectb[z]:=vectblz] div ¢;
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end:

procedure tabla (var vecta,vectb:vector;var z:integer);
(™ Este procedure hace de "tabla del papiro de Rhind”, descompone fracciones del tipo *)
(* 2/, siendo n primo ( hasta el 101 inclusive) *)
beain
vecta[z]:=1;
case vectb[z] of
3: xx 1(vecta,vectb,z,2,6);
3 xx1{vecta,vecth,z,3,15);
7. xx1(vecta, vectb,z,4,28);
11: xx{vecta vecth,z.6,66);
13; xx1(vecta,vectb,z,8,52);
200 xx3(vecta,vectb,z. 24,58, 174,232);
231 xx1{vecta,vecth,z,12,276);
17: xx2(vecta,vecth,z,12,51,68);
19: xx2(vecta,vecth,z, 12,76, 114);
31: xx2(vecta,vectb,z,20,124,155);
37 xx2(vecta,vecth,z,24,111,296);
41: xx2{vecta,vectb,z,24,246,328);
43: xx3({vecta,vecth,z.42 86_129.301);
47: xx2(vecta,vectb,z 30,141 470);
23 xx2(vecta, vectb,z,30,3 18, 795);
59: xx2(vecta,vectb,z,36,236,531);
61: xx3(vecta,vectb,z,40.244 488,610);
67 xx2(vecta,vectb,z. 40,335,536},
T1: xx2(vecta,vectb,z, 40.568,710);
13 xx3(vecta,vectb,z,60,219,292 365);
79: xx3(vecta,vecth.z.60.237.316,790);
83: xx3(vecta,vecth,z.60,332,415,498);
89 xx3(vecta,vecth,z,60,356,534,890);
97: xx2(vecta,vecth.z.56,679,776);
101: xx3(vecta, vectb,z,606,101,202,303);
end;
end; )
procedure separa (var vecta,vectb:vector;var z:integer;var vecpri:vector; var k:integer);
(* Este procedure descompone la fraccion del tipo 2/n.k, siendo n primo *)
var
I L aux:integer:
begin
r:=vectb[z] div vecpri[k];
vectb[z]:=vecpri[k];
AUX =7
tabla (vecta,vectb.z);
for j:=aux to z do
begin
vectb[jl:=vectb[j] * r;
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end:
end;

procedure dos (var vecta,vectb:vector; var zinteger;var marca:boolean);
(* Este procedure es para todos los casos de fracciones con numerador 2, (segunda
posibilidad) #)
var
k.c.n,aux nteger,
hegin
tf (primo(vectb.z)) then
begin
aux;=z,
tabla (vecta,vecth,z);
if (vectb[z] = vectbfaux]) then
begin
writeln {'E R R O R: "vectb[z],’ no est en la tabla de numeros primoes del
Papiro de Rhund’);
Writeln (lst);
writeln (Ist' E R R O R: "vectb[z].' no figura en la tabla de numeros pnmos
del Papiro de Rhind');
vecta[z]:=1;
marca:=false;
end;
end
else
begin
E=1;
while (vectb[z] mod vecpri[k] <= 0) and (k < 25) do
begin
ki=k+1;
end;
if (k < 25) then
separa(vecta, vectb,z vecpri k),
end;
end; -
procedure separemos (var vecta, vectb: vector;var z:teger);
(* Este procedure descompone la iiltima fraccion cuando su denominador no existe anfes 0
cuando su numerador no es 2%)
(* (tercera posibilidad) *)

var
auxIInteger;
bepin

aux:=vectafz];
vectafz]:=1;

zi=ail:
vecta[z]:=aux-1;
vectb[z]:=vectb[z-1].




end:

procedure calcular (var vecta, vectb:vector; var z:integer):
(* Este procedure caleula la fraccion equivalente optima vy la devuelve descompuesta %)
(* (Se da este caso cuando no se dieron los tres casos anteriores) ¥)
Var
X,y,c.integer;
begzin
v= 2Evectalz]:
yvi= 2%vecthz],
c:=med (x-1.y);
while (¢=1) do
begin
x=x+vecta[z];
y:=y+vectb[z]:
cr=med({x-1.v});
end;
vecta[z]:=x;
vectbfz]:=v:
separcmos(vecta, vectb,z);
end;

procedure continuar (var vecta, vectb:vector;var zinteger); _ -
(* Este procedure recorre las distintas posibilidades para descomponer la nltima fraccion™)
var
clInteger;
begin
¢:= mcd{vecta|z] vectb[z] )
if (c==>1) then simplificar(vecta,vectb.z.c)
else
if (vecta[z] = 2) and (vectb[z] <= 3) then dos(vecta vectb,z marca)
else :
If (vectb[z-1] <= vectb[z]) then separemos(vecta, vectb,z)
clse
calcular(vecta,vectb,z);
end; '

procedure ordenar (var vectb:vector; var z:integer);
{(* Este procedure ordena el vector denominador en forma creciente™)
Var
AX, X, yiinteger;
begin
forx:=1tozdo
begin
for y:=(x+1)to z do
begin
if (vectb[y] < vectb[x]) then
begin




aux:=vectb[x];
vectb[x]=vectb|v]:
vectb[y]:=aux;
aux:=vecta[x];
vecta[x]:=vectaly].
vecta[v]=aux;
end;
end;
end;
end;
procedure mostrar (var vecta,vectb:vector;var z.a,biinteger;marca:boolean);
(* Este procedure emtite el resultado *)
var
Ly nteger
bepin
if {marca) then
besin
yi=1
writeln;
write(a,/.b,' = ");
writeln(lst):
writeln (Ist,'  La fraccion dada queda expresada asi: ');
writeln(lst);
wrte(lst,)  La./\b)=");
if (vectb[1] = 1) then
begin
write{1st, vectal[v]);
write(vecta[v]):
yi=y+l;
if (vectaly] <= 0) then
begin
wiite (' +');
write (1st,' + 1,
end;
end:
forxi=vtoz-1do
begin
write (vecta[x].” vectbfx],’ + ')
write(1st, vecta[x ], vectb[x]," + ")
end:
if {vectafy] <= 0) then
begin
write(vecta[z].'", vectb|z]):
write(lst, vecta[z],'/ vectbfz]);
end:
end,;
end;

-
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BEGIN (*del principal*)

clrser;

textcolor(7);

inicializar (vecta,vectb,vecpri):

Marca=mue;

=1

writeln(lst);

writeln(lIst);

wrteln (Ist’  DESCOMPOSICION DE UNA FRACCION EN "TANTOS". COMO LO
HACIAN LOS EGIPCIOS);

writeln (st kb rFE gkt ok ok FRERRFAE EE BwRkkERRN MEER £k EEdkkdk wddk
¢#¢$$¢=~:ﬂ$r)-

writeln (Ist);
writeln(lst);
write (Ist.'  Ingrese el numerador: "),
write ('ingrese el numerador: ');
readln (a);
writeln{Ist a);
write (Ist,’  Ingrese el denominador: ')
write('mgrese el denominador: ");
readin (b
writeln(lst.b);
¢:=med (a,b);
if (¢<=1) then
begin
m:=a div ¢;
n:=b div ¢:
end
else
begin
m:=4;
n:=h;
end;
if (n = 1) then
begin -
vectalz]:=m:
vectb[z]:=1;
mostrar(vecta, vectb,z.a b.marca);
end
else
begin
if (m >= n) then
begin
c=tmnc{m/n);
vectajz]:= ¢;
vectbfz]=1;
zi= bl

G




vectalz]:= m-(n*c);
vectb[z]:= n;
end
else
begin
vecta[z]:=m,
vectb[z]:=n;
end;
while (vecta[z] == 1) and ((vecta[z] <=2) or (vectb[z] <=3)) do
continuar{ vecta, vecth,z);
ordenar(vectb.z);
mostrar{vecta, vectb,z,a,.b.marca);
end;
writeln(lst);
writeln(lst);
writeln (Ist,”  Tipée enter para salir');
write('Tipée enter para salir');

readin (j);

writeln(lst};

writeln(lst);

writeln (Ist,
R R T A R R B R B R B i i R S e e e ),

writeln {lst);
writeln (Ist):
END.

gl




3.5.2 LEIEMPLOS

DESCOMPOSICION DE UNA FRACCION EN "TANTOS", COMO LO HACIAN LOS EGIPCIOS

Thdkdkdkkdddrttdtd *4% *4%hk Sddrrdrrth wok FThkdddrkE kkwd ddh kkdhEkE bk d o oo

Ingrese el numerador: 2
Ingrese el denominador: 29

La fraccidn dada queda expresada asi:

- = 1/24 + 1/58 + 1/174 + 1/232

T,

2

]

Tipée enter para salir

B S R S RS L BB B S RS R R S e by

DESCOMPOSICICN DE UNA FRACCION EN FTANTOS®, COMO LO HACIAN LOS EGIPCIOS

TR EREA LR F e rd dhdk ddd Fhhkbdeddd & FHREEFITAE% FETF bk £xEhhk%x Hwhh kdrdkdd oo

Ingrese el numerador: 2
Ingrese el denominadeor: 97

La fraccidn dada queda expresada asi:
29T 29158 « 1468 | 30978

Tipée enter para salir

r
i
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DESCOMPOSICION DE UNA FRACCIONW EN "TANTOS", COMO LO HACTIAN LOS EGIPCIOS

*hEEE kbbb h kT E b E T hkk KEhEEEFTAAEE O kd ArddAhAkkAd O AF AR OAd kA EEERF OFEF OwREAYE AL

Ingrese el numerador: 248
Ingrese el dencominador: 12

La fraccidn dada gueda expresada asi:
248/12 = 20 + 2/3

Tipée enter para salir

HEAAAH S SRS B R EHE S S R R R S A R AR S R A R R A AR R R R R R T

DESCOMPOSICION DE UNA FRACCION EN "TANTOS", COMO LO HACIAN LOS EGIPCIOS

Wddk ke dk bk kot Et *hk FEF wwEAIAEE FEk KEKITAAFA LG FhkEE Ak AEAFEELN AWEFY KEEXRARREN

Ingrese el numerador: 2
Ingrese el denominador: 3

La fraccidn dada queda expresada asi:
2/ 3= 243

Tipée enter para salirx

HAEHHEGA AL E S S S A R H S P H B R R R R S S R R R R AR R R R R R R R e

DESCOMPOSICION DE UNA FRACCION EN "TANTOS", COMC LO HACIAN LOS EGIPCIOS

kR R A AR EETF AR KX kkt FEFALTERE ORw Ahhkhkkk bk khkEE kE dEkdkhkd kkd ALk EEFLR

Iingrese el nuamerador: 1000
Ingrese el denominadeor: 7 -

La fraccion dada gqueda expresada asl:
100047 = 142 ¢ 2/3 4 177 + 1721

Tip&e enter para salir

Sl pEE A EE RS S S S S SRR R R R R R R R R R R R e R




DESCOMPOSTICION DE UNA FRACCION BN *TANTOS", COMO LO HACIAN LOS EGIPCIOS

dkEEk A bkt hhk kA hEk FHk Fhkkkdwwd ko dhkdEdrhkdkk TExEFXT kx kkkkikEF wEE EEEFE LR

Ingrese el numerador: 1000
Ingrese el denominador: 3

La fraccién dada gueda expresada asi:
10003 = 333 + 1/3

Tipée enter . para salir

####################################################ﬁ##################

DESCOMPOSICION DE UNA FRACCICN EN "TANTOS", COMO LO HRCIAN LOS EGIPCIOS

Kk k kR A EdEAERANT bk FFF wakEETAAE A F kR Rk EEETR FEAF FEF EFEEAkEFELE kA k thEdwHF AL

Ingrege el numerador: 11
Ingrese =1 denominador: 2

La fraccién dada queda expresada asi:
11/2 = 5 + 172

Tipée enter para salir

#######################################################################

DESCOMBOSICION DE UNA FRACCION EN "TANTOSY, COMO LO HACIAN LOS EGIPCIOS

kkEkEFhkhkid b d kb hkhk ®R FEE kI EFRRRE kF Frrhk bk hhkE FrFF Ak EEEEHFA, *Ekk HhhkEIHFR

Ingrese el numerador: 427
Ingrese &1 dencominador: 23

La fraccidn dada queda expresada asi:
427/23 = 18 + 1/2 + 1/23 + 1/46

Tipée enter para salir

Gl p s R R R B
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DESCOMPOSICION DE UNA FRACCICON EN "TANTOS!, COMO LO HACIAN LOS EGIPCIOS

Fhddkdddkhkdhkdrdrdr *d EHEd khkdwwdkd dadk ek kkhdkd A r doowod TFHEEFEFEER O hEE KL Rk Ak

Ingrese &1 numerador: 61
Ingrese £l denominador: 12

La fraccién dada queda expresada asi:
§1712 = 5§ + THEZ

Tlpée enter para salir

RRRRRREH R R R B R S R S S S A R R A

DESCOMPOSICION DE UNA FRACCION EN "TANTOS", COMO LO HACIAN LOS EGIPCICS

R EkEkkbkd bbb dr R rdr Fx dEkdk wkwokkdrdkd ww ddddhkdkdhE XEEE A FEFEEEFE OAAEE O hkhkk ok kR

Ingrese el numerador: 78
Ingrese el dencominador: 19

La fraccidn dada gueda expresada asi:
T8/TY = 4 ¥ IFLZ W 1LSTE & 1fria

Tipée enter para salir

HEdnda R AR R R R R S R B R S R R R S S S S S S R B R R R R

DESCOMPOSICION DE UMA FRACCICN EN "TANTOS", COMO LO HACIAN LOS EGIPCIOS

FERA A A A A RETELTEE Fhk kkd kb EgE khk kT dkdkddhddd ddhkd FEh O FEEEEE Gk h bk kh b ew s

Ingrese 21 numerador: 234
Ingrese &l denominador: 4232

La fraccién dada queda expresada asi:
a34/432 = 1/2 + 1/24

Tipée enter para salir

FRAETTER AR RS R R AR AR AR R IR R S S S S R A A A R R R R R R




DESCOMPOSTICION DE UNA FRACCION EN "TANTOS", COMO LO HACIAN LO3 EGIPCIOS

ek EEER kbt r kb kd EE% FhkEF whkkkkEy *F FEEwrEEAE FEER A FERFAEE EEw FEEEE KLk

Ingrese el numerador: 18
Ingrese el denominador: 7

f.a fraccién dada gueda expresada asi:
TEM = Loais. % 30T ¥ 1AE #5825

Tipée enter para salir

#########ﬁ#ﬁ######################ﬁﬁ#######################ﬁ###########

DESCOMEGSICION DE TUNA FRACCION EN "TANTOS", COMO LO HACIAN LOS EGIPCIOS

ok kR ET I AL LS *d FEE bk drr +k FTEFEALEEE ek k wd kEkkkE ot *ErErETEER
Ingrese el numerador: =z

Ingrese el denominador: 18

l.a fraccidn dada queda expresacda asi:

3418 = 1712 + 1/76 + 1/114

Tipée enter para salir

#######ﬁ#####ﬁ####################ﬁ#############ﬁ#ﬁ##ﬁ############ﬁ####

DESCOMPOSICION DE UNA FRACCION EN "TANTOS", COMO LO HACIAN LOS EGIPCIOCS

bbbkt g R e AR b AL FE kbkd FAA A ETEE 4 ErErEkkkE wEFE E ETEREEEE kEE C i S e o o

ingrese el numerador: 2
Tngrese el denominador: 27

La fraccién dada queda expresada asi:
2/27 = 1718 + 1/54

Tipée enter para salir

###ﬁ####ﬁ############################ﬁ###ﬁ#####ﬁ####ﬁﬁ#########ﬁ#######

HH




g o i i ey Wl SRS ¢ s e B e o e TR D WL S BT T ) e Ay g

DESCOMPOSICION DE UNA FRACCICM EN "TANTGOS", COMQ LO HACIAN LOS EGIPCIOS

ko h kR A FRLE hkE kEF FEEERAEEE AF FwohkAbETEFAE Ahkdk kE kwkE AL kkk FAA A AN KA
Ingrese el numerador: 7

Ingrese el denominador: 2

La fraccidn dada, gqueda expresada asi:

Tie g 3F2

Tipée enter para salir

HEEEHASSEEEE SR SRR R R R R R R R R RS SRR S SRR R R S R

DESCOMPOSICION DE UNA FRACCION EN "TANTOS™, COMO LO HACIAN LOS EGIPCICS

Wk ek k kb w kb bk FE OwHEF WhkhrFErErk kk whkkdrraokEEr FEAE o hk FhdkEwdH FEkhk FERFAFEEE

Ingrese el numerador: 1
Ingrese el denominador: 1

La fraccifn dada queda expresada asl:
i = Gk

Tipée enter para salir

HEESHSLE L L L S R R LS e e R R AR SRR E R R R A R R R

DESCOMPOSICION DE UNA FRACCION EN "TANTOS", COMO LO HACIAN LOS EGIPCIOS

khkhkdhhkdrrhrdtrew +F% FTHhk Frxrrxrkkk **h FTrikkkkdr FEFk ¥k FTREIkEEF kA TEEEERE R

Ingrese el numerador: 2
Ingrase €1 denominador: 7

La fraccidn dada queda expresada asi:
2/7 = 1/4 + 1/28

Tip&e enter para salilr

HHH AR RS G R S R R R R SRR R R AR R R R R R R R R R R R R R AR

o



DESCOMPOSICION DE UNA FRACCION EN nTANTOS®, COMO LD HACIAN LOS EGIPCIOS

A T T o I e B Ak FhFF A IR AX kAL FERFR LFE Rk kI HEFY FEE hkEkEEFFhkhk

Ingrese el numerador: 7
Ingrese el denominador: 23

La fraceion dada queda expresada asi:
TIF L A fE e BIEE w192

Tipée enter para sallr

DESCOMPOSTICION DE UNA FRACCION EN nTANTOS, COMO LO HACIAN LOS EGIPCIOS

s dkkrkhkkhkrx bk kdr ok FHFk FRwEEEFRE FK EEEdhkEFEE FRERE FTW hkrkkdhkd *hkk HEFHEIYEER

ingrese &1 numerador: 2
Ingrese el denominadpr: 61

1,a fraccién dada gueda expresada asi:
2/61 = 1/40 + 1/244 + 1/488 + 1/610

Tip&e enter para salir

DESCOMPOSICION DE UNA FRACCION EN nTANTOS , COMO LO HACIAN LOS EGIPCICS

ek EFEE R T ALk T R T EE ERERFTITIE FK bk w gk dkdkkdk A Ek FE tkekkd whkd whkEkERwAE

Ingrese el numerador: 8
Ingrese el denominador: 4

ILa fraccidén dada gqueda expresada asi:
,."Ir4=2

Tipée enter para salir

#####################################################ﬁ#################
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DESCOMPOSICION DE UNA

kk®xEREThkkbEkETETH Hk FowoE

Ingrese el numergdo
Ingregse el dencmina

.8 fTraccidtn
283

para

HEHARFHHEHH I R

TTRLT

DESCOMPOSICICN D

ThkkAkkkkrkdrdeitdd ** Foahd

hogrese el Dumersdor:

Ingrese el denominador:

da'.lr'IIIE = _’,.-"rz +

Tipée enter para sali

REEHESHAG NN

DESCOMPCGEICION DE UNA
FEEFEFFEE I bk kR A w R

-

ngrese el numerador:
gres

-r1_|
- AL

s

-
¥
eiehy

2Rl1ir

dada cgueda

1/5 + 1/10

rese £l denominador:

BUEPL TS T R .

T

COMO LO HACIAN LOS

Tkhkd *k wEXTEEE REF

EGIPCIOS

*h &k &k oakdkdk

FRACCION EN "TANTOS",

HFEXFT XX T*® *Kk k*i*****t

- 48

dada queda expresada asi:

1/24 + 1/48

IR IR R RS S A R AR R R B e b a g
UmA FRACCION EN "TANTOS®, COMO LOC HACIAN LOS EGIPCIC
kkEkkkkkdk Fk kwdkhkhkhkid FEEE EE FEAAAE Fhk FEEAEEEE

4
5

expresada asi:

REREREAHEEEREE N R R R R R R
rACCION EN "TANTOS", COMO LO HACIAN LOS EGIPCICS

kkkkEdhkk *k hkwFrrAAEE FEREFE FF hhkkhrk whkw ERFEEERE

—~

=

La fraccién dada gqueda expresada asi:

45 =1 + 13+ k{15
Tipée enter para sall

PSS

T i g o e e

chi=

HEEERRERHS

I B S TR
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DESCOMPOSICION DE UNA FRACCION EN "TANTOS", CcoMO LO HACIAN LOS EGIPCIOS

HaE kb Ak A EFrErr R *E whk +EREFRAdE FH KR FoWw R Ak FEkhk FHE kkkkFdk LXK wwEm ok E KA

Ingrese el numerador: 7
Ingrese =1 denominador: 8

La fraccién dada queda expresada asi:
7/8 = 1/2 + 1/4 + 1/8

Tipée enter para sallr

DESCOMPOSICION DE UNA FRACCION EN "TANTOS", COMO LO HACIAN LOS EGIPCIOS

kHEw R E TR REEkkFT FH O FAW kkFrprEER khk TEEFIFTETEFW hkEkEw F*TE ek kkEk ETERE FEEFFAE LR

Ingrese sl numerador: 3
Ingrese el denominador: 5

La fraccidén dada queda expresada asi:
£ B 1{3 + 1S5 . 1415

Tipée enter para salir

#######################################################################

DESCOMPOSICION DE UNA FRACCICN EN "TANTOS", COMO LO HACIAN LOS EGIPCIOS

kkkrtrkrrFrd bk Hk kEkE Fakdkdkddx *kEk HEEEEERERFTF +iwk k% whkkExE kd* FEEERFRXE

Ingrese el numerador: 5
Ingrese €l denominador: 6

La fraccidn dada queda expresada asi:
5/6 = 2/3 + 1/6

Tipée enter para salir

#######################################################################
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DESCOMPOSICION DE UNA FRACCION EN "TANTOS", COMO LO HACIAN LOS EGIPCIOS

ek R R R kb A A AEE FAN EER kkdd kAR bk kA FAEEEE EEEE WF FTETFERE AT E kkAhkERAEEAY

Ingrese el numerador: 639
Ingrese el denominador: S

La fraccién dada gueda expresada asi:
£39/9 = 71

Tipése enter para salir

DESCOMPOSICION DE UNA FRACCION EN "TANTOS", COMO LO HACIAN LOS EGIPCIOS

dFhkEEr kbt ARE kEk O ERE kk+FEFHrhkF FE FEEFREEEE wWWEW ddt wEEEEF kEtE kkE R Aok

Ingrese el numerador: 63
Ingrese el dencominador: 233

La fraccidn dada queda expresada asi:
G373 =1 %2 o« 145 + 110+ 3L+ 1/5%

Tipée enter para salir

i 811

####################ﬁ#####################################ﬂ#########?##

DESCOMPOSICION DE UNA FRACCION EN "TANTOST, COMO LO HACIAN LOS EGIPCIOS

*kFFEFEFEFRRF AT LEE FH KL kR ERR OFE KTFFRETELAE kEkAET TX ek Ak EE khkE HEh A AEH

Ingrese £l numerador: 14
Ingrese el denominador: 5
La fraccién dada queda expresada asi:

14/5 = 2 + 1/2 + 1/5 + 1/10

Tipée enter para salir

#######################################################################
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DESCOMPOSICION DE UNA FRACCION EN "TANTOS", COMO LO HACIAN LOS EGIPCIOS

ddk ke dkdkdwkkhkddd ddk kFEF dkEtEkEERFT EE AATAAETEEF FEEF wkE O krkkEkL hhkE Ak EFErAKNE

Ingrese el numerador: 2
Iingrese el deneominador: 107

ERROR: 107 no figura en la tabla de nimeros primos del Papirc de Rhind

Tipée enter para salir
H4HHS S SRR EH S S G A SRR R L LA S SRR R R R R R R R R R R

DESCOMPOSICION DE UNA FRACCION EN "TANTOSY, COMO LO HACIAN LOS EGIPCIOS

Gk khkkE kA FrRE R Fhkw khkbrEEEE wFE WAAKITEEAE EFEwe hk wkkhkdkEd kkhk kEFEEFAE

Ingrese el numerador: 2
Ingrese el denominador: 105

EREROR: 109 no figura en la tabla de nimercs primes del Papiro de Rhind

Tipée enter para salir
HESREREEEE S S S S HNAS SRR ER S R SR R U AR R R R R S R H SR S S P R R R R R

DESCOMPOSICION DE UNA FRACCIONM EN "TANTOS", COMO LO HACIAN LOS EGIPCIOS

FEEREFFEAEEAETIERE KX TEF FRAETEEFEFY bk kA EEAEAEFE KFAEFE A AAEkEkEETRE ORFRW Wk ke k ok kT

Ingrese 21 numerador: 2
Ingrese el denominador: 111

La fraccifén dada gueda expresada. asi:
2/111 = 1/74 + 1/222

Tipée enter para salir

BHSLLLULNS S S SR H R AR H B R R R R R R RS S R R R AR R R s
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Capitulo 6
La geometria y aritmeética egipcia

Los problemas geométricos se relacionan siempre con problemas de area
(cuadrado, rectangulo, circulo y comparacién del circulo v del cuadrado, triangulo, mangulo
truncado, trapecio. division de un area en partes 1guales e inclinacion de una piramide).

Tedos estos problemas son puramente concretos; su solucidn  se  inspira
directamente en necesidades practicas. Tales soluciones solo son logicas en los calculos
métricos que dan los resultados. Desde ¢l punto de vista geométrico puro no hay alli el
menor razonamiento m el menor esfuerzo probatorio, no conllevan ninguna construccion,
ninguna prueba intuifiva, Is decir estamos hablando de una geometria completamente
empirica y tradicional.

Estos conocimientos empiricos comprenden la solucion exacta de la superficie de
un cuadrado, de un rectangulo, del volumen de un cubo. de un recipiente paralelepipedo de
base rectangular (papiro de Mosci), la expresion de la inchnacion de una cara de la
piramide sobre su base, como relacion de la altura a la mitad de la base,

Obtuvieron también los egipeios excelentes aproximaciones de la superficie del
circulo tomando para ésta el cuadrado de los 8/9” del diametro v del volumen del cilindro,
multiplicando esta expresion de la superficie de base por la altura.

(Cuando se trataba de un triangulo se le consideraba como un cuadrilatero, uno de
cuyos lados era nulo, v cuando se trataba de un triangulo isosceles, el area se determinaba
por el semiproducto de la base por el lado.

Los egipcios soélo consideraban tdngulos 1sdsceles, En el caso de cualquier otro
triangulo, la formula de los papiros nos daria dos evaluaciones diferentes de la superficie del
triangulo, segun el lado elegido.

Desde el punto de vista aritmético, {que forma la mavor parte de la documentacion
de la matematica egipcia), con los problemas estariamos en el campo de la invencidn
personal, individual. Cada solucion solo se da para el caso particular considerado sin que
parezca que se den cuenta de que puede ser una clave atil para infinidad de otros problemas
del mismo género. Ciertos nameros de problemas implican una ecuacion de primer grado
con una incogmita, como tantos problemas de antmética elemental. Estan resueltos de
manera empirica. No encontramos ningin intento de formular reglas generales. Casos
completamente analogos estan tratados de manera completamente diferente. lgual sucede
con las ecuaciones de segundo grado con una incognita, como los encontramos
implicitamente en el papiro de Berlin v en el de Kahun Alli no hay sino algunas
descomposiciones fortuitas de un cuadrado a otros dos. El método es puramente empirico;
mas exactamente no hay método, sino ensayos, fanteos.

Apoyandose en un conjunto de hechos han sacado como conclusion que una vez
superados los calculos operatorios no hubo en la matematica egipcia ningun intento de
logificacion,
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7. CONCLUSION.

Cuando empezamos a investigar sobre matematica egipeia descubrimos que halia
muchisimo material. v que éste abarcaba una infimdad de temas.

Decidimos entonces realizar un trabajo generalizado y profundizar acerca del
fraccionamiento que ellos efectuaban, '

Sobre este tema, encontramos diferentes versiones de egiptélogos acerca de como
los egipcios lo hacian, teniendo en cuenta también que en cada etapa historica sus métodos
variaban.

Como ¢l papiro de Rhind ¢s ¢l documento que tiene mas informacion sobre este
tema. es por eso que profundizamos mas en el método que en ¢l aparece, aunque tambicn
tratamos de manera superficial los papiros de Akhmin y Mosell, los cuales contienen
también informacion muy rica.

Aungque este trabajo realmente es fascinante, solamente s¢ ha tratado de dismimur
un poco la curiosidad nuestra, pero solo hemos hallado la punta del iceberg, el segur
descubriéndolo dependera de la curiosidad de cada uno.

Agradecemos enormemente la valiosa ayuda recibida de los profesores Rousset y
Morando, la preciada colaboracion de nuestra mraductora” Anabella Salamone, v 4 todos
los que nos ayudaron a adquirir matenales o informaciom en internet (Osvaldo
Sandomingo, Jorge Roman}.
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