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PROLOGO

Atento al trabajo de recopilacion iniciado por el Ing. Pedro Casal en el afio 1988, a los efectos
de lleva a cabo un apunte de la Catedra “Estabilidad II” para la' Carrera de Ingenieria en Vias de
Comunicacién que se dicta en la Unidad Académica Concordia de la Universidad Tecnologica
Nacional; el cual fuera confeccionado tomando en consideracion la bibliografia de primer nivel
que se publica en la actualidad a nivel mundial al respecto, como ser las obras de los siguientes
autores: Stiopin, Feodosiéf, Belluzz, Timoshenko - Young, Serie Schaumm, Guzman, Yuan-Yu
Hsieh, etc. (todos ellos de las mas variadas editoriales y nacionalidades), y con el objeto de
brindarle al alumno un elemento de estudio para que pudiera lograr un seguimiento rapido del
dictado de la misma. Es que se me ocurre a comienzos del afio 1996 hacer pasar en limpio el
mismo (con la incorporacion y adecuacion de algunos temas que la nueva Carrera de Ingenieria
Civil exigia, de la ahora denominada “Resistencia de los Materiales” como universalmente se la
llama). Acto seguido propuse al Sr. Decano de nuestra Unidad Académica Ing. José Bourren y al
Secretario Académico Ing. Raul Bobillo, la posibilidad de becar al alumno avanzado Walter
Ferreira, el cual poseia buenos conocimientos de diseio grafico y su computadora personal, para
la transcripcion de este resumen. Desde el primer momento se me brindo todo el apoyo y los
recursos que fueron necesarios y/o disponibles para concretar este objetivo. Por lo que agradezco

infinitamente la confianza que nos fue depositada.

Recomendamos al alumno en particular que bajo ninglin punto de vista éste trabajo sea
considerado como unaherramienta tmica de estudio que tiene la Giltima palabra en la materia,
muy por el contrario, es solo un elemento que facilitara el seguimiento de la Catedra pero nunca
sustituira las excepcionales obras que aqui se citaron, las cuales enfocan cada tema en particular
con disimiles e ingeniosas formas de resolucion, por lo que a mi juicio, deberan forzosamente ser
parte del capital bibliografico propiedad permanente del alumno y del futuro Profesional de la

Ingenieria.
Este trabajo es una aporte mancomunad
Altos Estudios pueda contar con un elemento digno de ser referenciado en el medio académico.

Apostando a la calidad de la ensenanza, al crecimiento vy a la transformacion permanente y
vertiginosa que debemos transmitir en las aulas, para que el futuro profesional tenga
conocimientos solidos y practicos que le permitan desenvolverse con eficiencia para que sea
duefio de un criterio personalizado de los conocimientos adquiridos en su etapa universitaria.
Esto que hoy presentamos no lo consideramos terminado ni mucho menos, solo sera el inicio
de lo que permanentemente deberemos mejorar para lograr que tan importante materia pueda ser
globalmente interpretada en un periodo de cuatro meses como en la actualidad el nuevo Plan de

o que realizamos con el objeto que nuestra Casa de

estudio lo requiere.

Marcos Roberto Blanc
Ing. en Construcciones

Jefe de Catedra Interino Resistencia de los Materiales
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INTRODUCCION

Consideraciones v fundamentaciones generales de la materia

Las diversas estructuras, de cuyo disefio y constitucion nos ocuparemos como ingenieros,
deben tener entre otras la propiedad de Resistencia Mecanica, es decir que esas estructuras se
deben oponer a la rotura al ser sometidas a la accion de fuerzas extertores (cargas).

Por ello, los elementos de las estructuras deberan ser disefiados en material y dimensiones

adecuadas.
a) El proposito del texto es encontrar los métodos de calculo de la resistencia de Ias

construcciones.
En muchos casos es necesario determinar las variaciones de forma y dimension (deformacion)
que aparecen en los elementos de la construccion sometida a cargas.

Consideraremos que los cuerpos no son totalmente rigidos (indeformables) como en la
mecanica tedrica. Sin embargo diremos que las deformaciones del solido que acompaiian a las
cargas son pequefias y pueden determinarse mediante instrumentos especiales (extensometros).

Estas pequefias deformaciones no influyen sobre las leyes de equilibrio y movimiento del
solido. Pero sin estudiar éstas deformaciones no conoceremos como puede fallar el elemento, o

como podemos evitarlo.
Resulta necesario limitar la magnitud de las deformaciones para que las estructuras funcionen

normalmente.
La propiedad de oponerse a la deformacion de un elemento por accion de cargas lo conocemos

como rigidez.
b) El segundo propdsito del texto consiste en exponer los métodos de calculo de la rigidez de

los clementos de 1a construccion.
El siguiente problema se relaciona con el estudio de la estabilidad de las formas de equilibrio

de los cuerpos reales (deformables). g
La capacidad de oponerse a grandes perturbaciones del equilibrio inalterado, como resultado
de acciones de perturbacion pequenas en los elementos, se la conoce como Estabilidad.
Diremos que "el equilibrio de un elemento es estable si a una variacion pequena de Ia
cirga le corresponde una variacion pequedia de Ias deformaciones". La pérdida de la
estabilidad puede ocurrir para valores de carga que desde el punto de vista de la resistencia o

rigidez de un elemento, no es peligroso. Ejemplo:

P+dP

Con perueflos incrementos de P
v grandes deformaciones,
la pieza no es estable

ANNANS

c) El tercer proposito del texto es exponer los métodos de cilculo de la estabilidad de los

elementos. :
La realizacion de los métodos de calculo expuestos nos permitiran obtener la maxima

economia de material.
Es indispensable tun estudio amplio y profundo de las propiedades de los materiales empleados

y las caracteristicas de las cargas que actdan sobre el elemento.
La resistencia de materiales introduce una serie de hipotesis y suposiciones para deducir

foérmulas esenciales de calculo.
La validez de éstas formulas se comprueban comparando los resultados entre el calculo y el

experimento.



La mayoria de las estructuras estan constituidas por elementos simples como:
1°) Vigas y columnas, cuerpos que tienen dos dimensiones pequefias en comparacion con la

tercera (seccion-eje).

2°) Losas y bévedas, cuerpos limitados por dos planos separados por una pequefia distancia en
relacion a la plana.

39 Bloques macizos o paralelepipedos, cuerpos cuyas tres dimensiones son del mismo orden.
En este curso estudiaremos el comportamiento de las barras de seccion constante y Jos
sistemas mas simples formados por éstas. Consideraremos que son suficientemente rigidas, o sea,
no sufren deformaciones importantes cuando son cargadas.
El estudio de barras esbeltas, placas, bovedas y bloques se estudiaran en elasticidad. Diremos
que una barra es esbelta cuando la deformacion que se produce al cargarse es dificil de calcular.

B

) j - l P O

1 =1
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i

12 A

Hipétesis de la resistencia de materiales

Para simplificar los calculos introduciremos ciertas hipotesis respecto a las propiedades del

material, a las cargas y al caracter de interaccion de las piezas.
La comprobacion experimental demuestra que a los fines practicos éstas suposiciones son

validas.
1* Hipotesis. El material se considera macizo continuo.

Desde el punto de vista practico se da plena justificacion a esta hipotesis, puesto que los
granos de la mayoria de los materiales de construccion son tan pequefios que se puede admitir
esta suposicidn sin mucho error en los resultados. Esto se explica porque las dimensiones de los
elementos son superiores a las distancias entre atomos.

2" Hipdtesis. El material de la pieza es homoggéneo, tiene idénticas propiedades en todos sus
puntos. :

Los metales son altamente homogéneos, la madera, el hormigon y los plasticos lo son menos.
El hormigdn estd compuesto por piedra, arena y cemento con propiedades distintas; la madera
tiene nudos y las resinas del plastico son distintas. Sin embargo los experimentos dan resultados
satisfactorios cuando consideramos la homogeneidad de los materiales.

3" Hipétesis. El material de la pieza es isétropo. Sus propiedades son iguales en todas las
direcciones, en materiales con grano fino, en las distintas direcciones del plano de sus cristales,

por
eso estan orientados caoticamente.
En la madera, el hormigén y los plasticos esto es licito con cierta aproximacion.



Cuando las propiedades difieren segiin su orientacion (cristales de cobre), se los denomina

anisérropos
4" Hipotesis. Las fuerzas interiores, originales que preceden a las cargas, son nulas. -

Las fuerzas de interaccion entre particulas se oponen a la variacion de forma que produce la
accion de cargas. Prescindiremos de las fuerzas intermoleculares, pues estas existen en los
materiales por distintas causas: en el acero aparecen por el mal templado, en la madera por el mal
secado y en el hormigon por el fragiie.

5" Hipotesis. Principio de superposicion de cargas.

El efecto debido a la accion conjunta, sobre el cuerpo, de un sistema de fuerzas es igual a la
suma de los efectos de las acciones de éstas fuerzas, aplicadas consecutivamente en orden
arbitrario.

Definiremos como efecto de accion (cargas) a la deformacion y fuerzas interiores qué
aparecen en el solido y los desplazamientos de cada uno de los puntos de éste. -

Esta hipotesis es valida cuando se cumple:

1) Los desplazamiento de los puntos de aplicacion de las fuerzas son pequefios en comparacion
con las dimensiones del solido.

2) Los desplazamientos que acompanan a las deformaciones del solido dependen linealmente de la
carga.

En las construcciones ordinarias éstas condiciones se cumplen, por lo que tiene gran aplicacion

ésta hipotesis.

P1+ P2

ro

e
Ll

1 ]
i G .
e £+E, \}tl 2

Se puede llegar al mismo resultado haciendo actuar por separado cada una de las fuerzas. Las
deformaciones debidas a las cargas individuales sumadas son iguales a la deformacién producida
por la accion conjunta de ambas cargas.

6" Hipotesis o Principio de Saint - Venant. El valor de las fuerzas interiores (tensiones), en los
puntos del solido situados suficientemente alejados de los puntos de aplicacion de las cargas,
depende muy poco del modo concreto de aplicacion de las cargas.

Este principio permite en muchos casos sustituir un sistema de fuerzas por otro estaticamente
equivalente que simplifica los calculos.

Los estudios demuestran que al calcular las fuerzas interiores (tensiones) en los puntos del
lugar de aplicacion de la carga, situados a una distancia superior a 1,5 o 2 veces la maxima
dimension del area de contacto, es posible sustituir una carga por otra estaticamente equivalente.

Fuerzas exteriores

Las cargas que actan sobre las estructuras y sus elementos estan constituidos por fuerzas y
pares.
Las cargas pueden ser concentradas o distribuidas. En la naturaleza no existen fuerzas
concentradas, todas las fuerzas se distribuyen sobre cierta area, por ejemplo la presion de una
rueda sobre el pavimento o sobre el riel. Por el principio de Saint-Venant, en lugares alejados del
area de aplicacion, se puede considerar a la carga como oonccntra(l'l o sea, se puede aplicar una
resultante, como fuerza estaticamente equivalente.



M Se considera

B
/”P“\l concentrada
pero en
realidad e=s

Fay Fa¥y
[ _ [ distribuida
R 1 R
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Las cargas concentradas se miden en Kg , Tn o N, las distribuidas en Kg/cm, Tn/m o N/m (de

superficie). En general el peso propio se interpreta como carga lineal.
Las cargas pueden ser estaticas o dinamicas. Las estaticas hacen variar su punto de
aplicacion muy lento, por ello se puede despreciar la aceleracion que surge al actuar la carga.
Las cargas dinamicas varian con el tiempo con una velocidad. La accion de éste tipo de fuerza

va acompanado por vibracion de la estructura, que al varnar la velocidad de la masa que vibra -
aparecen fuerzas de inercia proporcionales (2" Ley de Newton F = m.a). Estas fuerzas de inercia

pueden superar la carga estatica.

P P++

i
AV

Las leyes de variacion de las fuerzas dinamicas con el tiempo pueden ser complicadas, pueden
ser de caracter periodico o de régimen estable.

e

En muchos otros casos pueden ser cargas repetidas correspondientes a regimenes no estables
(viento, nieve, motores, etc.). La probabilistica nos permite conocer este tipo de curvas.

P % %

La magnitud de carga a considerar en el calculo depende del penodo de servicio de la

estructura y su importancia.
Las cargas se reglamentan por las convenciones técnic” - v las normas de disefio.




SO

Deformacion lineal v angular

Todos los sélidos, bajo la accién de las fuerzas exteriores, se déforman en sus dimensiones o
en sus formas o en ambas a la vez.

& g "

La variacion lineal :de las dimensiones del sdlido se la llama deformacién lineal y la variacion
de los angulos, deformacion angular.

Cuando las dimensiones aumentan se llama alargamiento y cuando disminuyen,
acortamiento.
Consideremos una plancha de caucho:

A E B'
P S W ) | AP
_;_ G G _ 0'=0s2 1o e o -o'=distorsion
LR . R
e }_E;m_ e ‘\\b\___ SN
p H [, T\ F @
p'H r o

La variacion del angulo inicial caracteriza la deformacion angular (distorsion).

La deformacidn lineal la designamos por A(dz), A(dy) o Al .

Para evitar la influencia de las dimensiones, se expresa éste concepto como deformacion
unitaria lineal:

g = A(dz) = Al
g ]

La deformacién lineal € es una magnitud adimensional.

Segun sea el material y la magnitud de la carga, una vez retirada ésta, la deformacion puede
desaparecer completa o parcialmente:
a) Cuando las deformaciones se anulan después de retirar la carga, se llama deformacion
eldstica, y a la propiedad del sélido de recuperar su forma inicial al retirar la carga se llama
elasticidad.
b) Cuando quedan deformaciones, luego de retirar las cargas, se llama deformacién plastica. La

propiedad del sélido de admitir deformaciones residuales se llama plasticidad.
P (P, (E

Deformacidn
> permanente

Conociendo las deformaciones del cuerpo en todos sus puntos y las condiciones de apoyo, se
puede calcular el desplazamiento de todos los puntos del solido.

Para el uso normal de una estructura, las deformaciones deberan ser elsticas e inferiores a
ciertos valores admisibles.

Estas condiciones se expresan mediante ecuaciones conocidas y simples, llamadas
condiciones de rigidez. En algunos casos se pueden tolerar pequefias deformaciones plasticas:

ORI R
300 © 500
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Fuerzas Interiores

Consideraremos que las fuerzas interiores (de elasticidad), que se producen en el solido al
,aplicar la carga, se distribuyen en forma continua por lo expresado en la primera hipdtesis.
Para conocer la fuerza elastica resultante de los esfuerzos que esas fuerzas producen
(incluyendo también los momentos), emplearemos ¢l Método de las Secciones. Consiste en
trazar una seccién imaginaria en el solido, se retira una de las partes y se pone en evidencia los
esfuerzos interiores que equilibran las fuerzas exteriores que actian sobre la parte separada:

2 3 M
Nl
5] E -,
| P1 a T P4 )
; P
Py
M,
— I
L

Si las fuerzas exteriores actian sobre un mismo plano, es necesario aplicar 3 fuerzas
interiores:
a) Fuerza Axial o Normal, dirigida segin el eje de la barra
b) Fuerza Transversal o de Corte, que actia en el plano de la seccion imaginaria
¢) Momento Flector o Flexor, actuando en el plano normal al de la seccion.
Estas fuerzas se calculan mediante ecuaciones de equilibrio de Ja parte separada del solido.
Si las fuerzas exteriores, incluyendo la reaccién de los apoyos, se encuentran en distintos
planos, aparecen seis fuerzas intericres que son:
a) Fuerza Axial o Normal, dirigida segin el eje de la barra
b) Fuerza Transversal o de Corte, que actiia en el plano de la seccion imaginaria, pero que debe
descomponerse en los dos ejes del plano.
¢) Momento Torsor, que actia en el plano de la seccion y tiende a torsionar la barra
d) Momentos Flectores, que actian segin un plano normal al de la seccién y se pueden
descomponer segun sus planos ortogonales.

s
pLaze My
M
Y
N Q
Z
Moo\ M My =P d

El sistema de ejes utilizados es el destrogiro, al eje Z lo hacemos coincidir con el eje de la
barra y al eje Y con la vertical.

Existen casos particulares donde aparecen solo algunas de la fuerzas interiores:
1- sélo una fuerza axil: ésta solicitacion se la denomina traccién si la fuerza actia hacia afuera y
compresién si es hacia adentro
2- solo las fuerzas cortantes (transversales): ésta solicitacion se denomina corte puro o
deslizamiento puro
3- s6lo el momento torsor: solicitacion denominada torsién
4- s6lo un momento flector: ésta solicitacion se denomina flexion
5- solo los momentos flectores, se la denomina flexion desviada
6- cuando actiian varias fuerzas interiores simultaneamente se denomina solicitacién

compuesta.
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UNIDAD I - TENSIONES

Tension del punto - Tension normal y tangencial
- Tensiones admisibles

Para conocer la intensidad de las fuerzas interiores, debemos considerar que en la seccion
imaginaria aquellas son distribuidas por las hipotesis consideradas. Esta intensidad puede variar

Consideremos un punto A de la seccion donde elegimos un area pequefia dF alrededor del punto.
Sea AR la resultante de las fuerzas interiores correspondiente a la unidad de superficie AF.
Definiremos como magnitud media de las fuerzas interiores correspondiente a la unidad de

superficie a: |
! Ppm=AR  Tensién Media
. AF
Disminuyendo el area hasta el limite obtenemos que:

pe=lig AR Tension real en A

AF-50 AF

Se define la Tensién como “la fuerza interior correspondiente a la unidad de superficie de
un punto en un plano determinado”. La tension se mide en Kg/cm?, Kg/m?* o N/m? o muitiplos
de éstos.

La tensién p se puede sustituir por dos componentes:

1- normal al plano de la seccion, se la simboliza o
2- en el plano de la seccién, simbolizada por 1, denominada tension tangencial. La orientacion de
ésta es arbitraria y se puede sustituir por sus componentes dirigidas segun los ejes coordenados.

........ ¥y Tzy
\\.l‘. K--‘?.-:
s s
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La tension normal de traccion se considera positiva y la de compresion, negativa; lleva un
indice coincidente con el eje coordenado paralelo a la tension.

La tensién tangencial lleva signo segiin sea su orientacion; lleva dos subindices, el primero
corresponde al eje paralelo a la normal (versor que define ei plano), y el segundo corresponde al
eje paralelo a la propia tension.

La tensién normal esta ligada al desplazamiento de las particulas que tienden a separarse
cuando cortamos el sélido con el plano imaginario.
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La tension tangencial esta ligada al desplazamiento de las particulas que tienden a deslizarse
en el plano de la seccion en cuestion. _

"El conjunto de tensiones que actlian en todos los plano elementales, que se pueden trazar a
través de un punto del solido, forman el Estado Tensional del punto". .

Si en las caras del cubo actiian solamente tensiones normales, éstas toman el nombre de
Tensiones principales, y los planos sobre los que ellas actuan, Planes principales:

Oy Las tensiones principales son 3 y se designan con o, 57 v 3. La
mayor es o] y la menor o3 (con sus signos).

Los estados tensionales se clasifican en funcion del numero de
tensiones principales no nulas:
- las tres tensiones distintas de cero: triaxial o de volumen
o - dos tensiones distintas de cero: biaxial o plano
G, O - una sola tension distinta de cero: monoaxial o lineal. .

"Conocido el estado tensional de todos los puntos del solido, se puede

apreciar su resistencia”.
Cuando el estado tensional del sélido es lineal, la condicion de resistencia se escribe

c < |o]
G es la tension real y [o] es la tension admisible, que depende de las propiedades del

material y de las tensiones de trabajo.
Existen otros casos donde la condicién de resistencia se considera

. hd

-- Vamos a determinar la forma de estudiar el estado tensional en un punto, si alrededor del
mismo se escoge un elemento de forma cibica infinitamente pequefio. En sus caras actuaran, en
el caso general, las tensiones indicadas, que para que el solido se mantenga en equilibrio deben
cumplir con la 3* ley de Newton (igualdad de accion y reaccion).

Podemos representar las tensiones reales que actuan en cada cara segun la siguiente figura:

&'

=]
e /Y
¥

-

-~ e ‘X

-

kY
5 ./p F
Si ésta representacion es reemplazada por los componentes de las tensiones, el cubo elemental

queda:
X

W
T'YZ / XY .
T O,

/ Tzw Ty

Gz

Diremos que una tension normal es positiva cuando, actuando en la cara de normal saliente
positiva, tiene la direccion del semi-eje positivo.
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Diremos que una tensién tangencial es positiva cuando, actuando en la cara de normal

positiva, tiene la direccion del semi-eje positivo.
El signo positivo es valido cuando ambas tensiones, actuando en la cara de normal saliente

negativa, tiene la direccion de los semi-ejes negativos.

Teorema de Cauchy - Ecuacion de equilibrio
en el contorno del punto

Supongamos que el cubo elemental tiene dimensiones dx, dy, dz y su volumen sera:
V=dx.dy.dz
Llamemos R a la fuerza masica (fuerza por unidad de volumen) que actiia en elemento
considerado, sus componentes seran Rx, Ry, Rz. -
Nétese que, si por ejemplo la tension normal en la cara x = 0 es oy _en la cara paralela (x=
dx), sera la tension:
ox + dox = ox + dOx dx

ox
B
; e Ry vH 3atxy_dx
: X
(] / o
. aopa: ; __'qx+ 0 dx
| RxX % , %
xy, / RZ 4
dy 4z Txz Twz dx
Ox
dx
Z

El equilibrio del cubo presupone el equilibrio de un sistema de fuerzas gaussiano. Esto se
expresa mediante un sistema de seis ecuaciones escalares; la suma de las proyecciones sobre el
eje x quedara:

(ox+0 Ox.dx).dy.dz - Ox.dy.dz + (Fyx+8 Tyx.dy).dx.dz - Tyx.dx.dz + (T7x+8 Tzx.dz).dx.dy - Tzx.dx.dy +
ox ay oz
+Rx .dx.dy.dz =0

El sistema que resulta, despreciando infinitésimos de orden superior, seria:
dox +ﬂyx+5_fzx+Rx:0 '

x oy oz

Q_.’Exy+a_ﬁy+ﬂzy+ Ry=0

ox oy dz

ﬂxz+@£yz+§§z+Rz=0

ax oy 0z

Tomando momentps de las fuerzas respecto al eje x quedara:
(Tyx dx.dy).dy + (ty; dx.dz + Q;Y[,.dx.dy.dz).gz - (tzy.dx.dy) dz - (1zy dx.dy + 0 15y.dz.dx.dy). dz =0
2 oy 2 2 oz 5
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Sumando y despreciando infinitésimos de orden superior (haciéndolo extensivo a los otros ejes)

nos queda:
Tyz dx.dy.dz - 1zy dx.dy dz + 8 tyz . dy2.dx.dz - 01zy. dz2dx.dy=0
oy 2 0z 2

Tyz-Tzy=0, Tzx-Txz=0, Txy-Tyx=0

La expresion general que toma el teorema de Cauchy es:

La expresion analitica del teorema de Cauchy se enuncia:
“Las componentes de las tensiones tangenciales que actfian sobre los planos ortogonales, que

son normales a la arista de interseccién de esos planos, son iguales en valor absoluto y se
acercan o se alejan de ella”. ;

Entre las ecuaciones de equilibrio y las ecuaciones de Cauchy nos quedan seis ecuaciones de
equilibrio con nueve incognitas y esto se reducira a tres ecuaciones con seis incognitas. El
problema resulta entonces estaticamente indeterminado, y para poder resolverse es necesario
recurrir a otras ecuaciones que se estudiaran en elasticidad, referidas a la deformacion del cuerpo.

El estudio del estado de tension en un punto del cuerpo generalmente lo llevamos a planos
arbitrariamente orientados. Para ello se considera que ese plano arbitrario intercepta los ejes

coordenados formando un tetraedro.

El estudio del equilibrio de ese tetraedro elemental nos permitira conocer las relaciones entre
las tensiones de los planos coordenados y las tensiones del plano arbitrario de normal saliente 77 .
Este plano lo hacemos tan proximo al punto A como queramos. En el limite, es un plano que pasa

por el punto.

et T



Descomponiendo ahora p, segun los ejes coordenados:

- 243
Los cosenos directores de 77 son (n; ,n,,n;). El vector tension p que actia en el plano tiene

componentes (Pux, Puy, Poz)-

& Llamaremos al Area 123 = dF y sus proyecciones sobre los plano coordenadcs seran:
i Area A23 = cos (71,¥) .dF =n, .dF
=5 Area A13 =cos(71,y ).dF =n, .dF
- Area Al12 = cos(7, z ).dF = n3.dF
3 el equilibrio del tetraedro se expresa por solo tres ecuaciones puesto que el sistema de fuerzas que
. actia es concurrente en el punto A.
S’ Proyectando sobre el gje x tendremos: _
s * PuxdF - o0y dF - tyx 0y dF - 12¢ n3.dF =0
proyectando sobre los restantes ejes, simplificando dF:
B . Prc= Ox.M + Tyx My + Tzx N3
iy Poy= Txz .M + Tyznz + Gz

Aqui no entran las fuerzas masicas por ser infinitésimos de orden superior
- Conocida la tension p, en el punto, producida por las fuerzas exteriores, a las ecuaciones
b anteriores, denominaremos Ecuacion de Equilibrio en el Contorno del punto.
La tension normal se obtiene proyectando el vector tension sobre la normal al plano
G, =P, = (Pax; Puy, Paz) . (01,0, 03) = [(Ox.y + Tyy .02 + Tz 03).m+ (Txy 2y + Oy
gy N3).my + (Txz M+ Tyznm, + 0z.03). 05 ]

operando nos queda:

Ca= Ox.Ny? + csy.nz’" + oy.n3% + Z{Ixy NNy Tyz Mg+ Ty ngng)

— Conociendo las componentes py., Puy. Pz podemos calcular el modulo de p,

Pa= (P + (00 P+ (P,

~ La tension tangencial surge de:

L o R
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Tensiones Principales - Ecuacién de Lagrange
- Invariantes de tension '

Variando convenientemente el versor 1 , es posible encontrar tres planos ortogonales entre si,
“en los cuales la tension p, es normal a cada plano. Estos son conocidos como Planos Principales;
sus versores normales, Direcciones Principales y sus tensiones, Tensiones Principales.
P

- z
— Las expresiones anteriores pasan a ser:
- Prx= Ok. My
~ pu,,. == O .12
i Pay = Ok.1N3
a
b4 reemplazando éstos valores en las ecuaciones anteriores tenemos:
: Ok.m=0Ox.m + Tyx Ny + Tay .13
ik Ok.N2= Txy .M * Cy.N2 +‘czy M3
3 Ok.N3= Txz .M + Tyz. M2 + Gz.n3
P v llevando todos los términos al segundo miembro
~ (Ox-Ok).ni + Tyx .M + Tzx M= 0
~ Txy - + (Oy-Ok).n2 +1zy .n3 =0
ot Txz -t + Tyz.™m + (02.0k).m= 0
& Este es un sistema de ecuaciones homogéneas en n;,n, y n; que definen al plano, o sea su

ccion principal, que identifica a la tension principal considerada.

orque se debe cumplir ny? +

La solucidn trivial nos da que ny = n,= n;= 0 pero no es valid:
n,? + ny? = 1. Para que el sistema tenga sclucion tnica distinta de la trivial, el determinante de los

coeficientes de las incognii... debe ser nulo:

= (Gx _O-k) T.\:\' sz

B Ty (&~ ) Py Tensor de tensiones

il
<O

i T (5 (gz_gk)

xz ¥z

& El desarrollo de éste determinante conduce a2 una expresion de ia f~~ma:
i

{
| Ol - Ok21, + Ok I, - 1, =0
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Esta ecuacién es conocida con el nombre de Ecuacién de Lagrange 'iene siempre raices reales,

que son las tres tensiones principales.
Los coeficientes son conocidos como Invariantes dc T&nsi0n y sus expresiones sonm:
1,12 ,13

Li=o:+o,+0;

Calculadas las raices de la ecuacidn, se obtienen las tensiones principales a las que se

denominan o, G, y O3,
ordenadas de mayor a menor segun su valor y su signo.
Para calcular la direccion principal del plano a través de los cosenos directores, utilizamos un

sisterna compuesto por dos ecuaciones cualesquiera de las expresadas anteriormente, y la suma
de los cuadrados de los cosenos directores, por ejemplo:
(ox-Ok).m + Tyx .M+ 1zx .m=0
Txy M+ (Oy-Ok).m +1zy M3 = 0
E it +m? + e =1

se obtienen entonces los valores de ny,ny, n3

P Teniendo como referencia ésta terna de ejes principales, se
simplifican las ecuaciones, pues se eliminan las tensiones

tangenciales, luego queda:
Pox= 01 My
o 1 Pay=02.10
¥ Py = C3.113

o [

La tension en el plano tendra un modulo:
Pa= Ja,z R T R Rl 8 e P

De la misma forma, la tension tangencial sera:
= 2 2
R -

Los invariantes de tension de la ecuacion de Lagrange quedan:
11 =01+ 021t O3
L =0t o103+ 02,03
I3 =61.0; .G
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Representacion grafica de Mohr

% n{ny ny ng) El estado de tension en un punto es representado en
forma simple y objetiva en los graficos de Mohr. La
representacion plana reemplaza al problema espacial.

Para ver el problema imaginemos ahora una esfera
de radio infinitésimo, referido a la tema de ejes
principales, podemos definir cualquier plano que pasa

L por A como tangente a la esfera elemental en algin
punto, para este caso indicaremos el punto M que
representa el plano 7 tangente a la esfera en ese punto.

ul
u
‘%d_,_-f‘“ Representamos un octavo de la esfera, pues con ello
B gl ! basta para representar a un plano de cualquier
orientacion. Sus cosenos directores seran en €ste caso:
n; = cos a
ny=cos P
n;= cos Y

Las intersecciones del contormo de la esfera con los planos paralelos a los principales dan

circulos paralelos cuya normal tiene un coseno director constante.

En la figura anterior se muestran los circulos paralelos maximos de n;=0; n,=0;;=0y los
paralelos que pasan por el punto M de cosenos directores n; ,n, ,n; que definen a plano 7.

El objeto es representar la tension p, de un punto M en un sistema plano cartesiano (o,, T, ),
para lo cual trazamosatres circunferencias cuyos extremos pasan por Gy, Gz y O3, i
correspondencia con éstos puntos trazamos tres rectas verticales a partir de las cuales
determinaremos los correspondientes angulos o, B y y (direccion para la cual queremos
determinar el p, ), hallando en consecuencia otras tres rectas que intersectaran cada una de ellas a
dos circunferencias, determinando dos puntos particulares por los cuales deberan pasar las tres
circunferencias correspondientes a: n; = cos «, n;= cos B y n;= cos y. La interseccion de las tres
circunferencias n; , n, y n; determinaran el punto M. La distancia entre el origen de coordenadas
y M (tomada en la escala correspondiente) nos dara el valor absoluto de la tension p,, que
proyectada sobre los respectivos ejes cartesianos definiran los valores de 5, (con su signo

respectivo) y T, (£).

A

n

3
(=
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El vector OM representa en escala el médulo de p, . Utilizamos ahora un sistema de
ecuaciones a los efectos de determinar que valores puede tomar 1, suponiendo conocidas las o,
(61,02 Y ©3).
pnz = an + -cnz

Gﬂ

01212 + 022177 + 632032
o102 + G107 + 03132
[ =1n,%+n%+n3
Sistema de tres ecuaciones en n;%, ny* y n3? que resuelto nos da:
1) n?2 =12+ (0,- G3) .(Ga- T3)
(01- 02 .(01- 03)

Il

2) m?=12+ (0, 0;) (Cn- O3)
(02- 03.(02- O1)

3) ng & Iﬂz - (Gg' O-l) -(Gg" G‘_’)

(03- 01).(03- G2)
Estas expresiones representan tres familias de circunferencias con centro sobre el gje de las o,

Campo de existencia de 6, Y T,

1°) Analizando la primera ecuacion se observa que o, es mayor que o, y que o3, luego el
denominador es positivo y siendo n,? positivo, el numerador también lo es; aparecera la familia de
curvas o circunferencias con la primera de radio minimo correspondiente a n,= 0 y todas las

demas conceéntricas a ésta y de radio mayor.
k]

112=O

On
2°) Lo mismo ocurre en la tercer ecuacion pues o3 < 6; y 63 <, lo que nos da un denominador
positivo y al igual que antes habra una circunferencia minima de radio n; = 0 y todas las demas
conceéntricas a ésta y de radio mayor.
3°) En la segunda ecuacion se produce un signo negativo por ser G; > o3 y 0; > G, por lo tanto
= t=
en éste caso debe ser el numerador negativo, luego 1,2 + (5,- 61) .(0,,- 63) = 0 que es la ecuacion

de una circunferencia con centro en el gje de o, y raices: 1°) 1,=0y o, =0,
)L =0y5,~ 0y

Aparecera entonces la familia de curvas con la primera de radio maximo correspondiente a n, =0
y todas las demas concéntricas a ésta y de radio menor.
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Para el calculo de las tensiones p , o y T en planos inclinados paralelos a los ejes principales

tendremos:
+ 2

[N}
N\

a) Plano paralelo al eje 3

2

AR

)74
Zard

3

E

Las tensiones normales o, las tangenciales 1 y la resultante p en los planos de secciones

. . i | . 3
inclinadas se determinan de la siguiente forma:
O =0). cos2a + 07 sen’a
T = (0~ 03).5en 2a

2

“

p=+o2+12= \/alz.coszantafsenza

b) Plano paralelo al eje 2

% 2 T n
- nF - - - —¢ Py
. . / / I \\
i I
0% T ' =
AT S Pd A
3 |/ 4 ﬂ GG |
(]

O = 0;.cos?a+ 03 sen*a

T = (0, -03).sen 2a
2

p=~or+1r2= .Jo*ﬁ.cosza+ o,%sena




¢) Plano paralelo al eje 1

D

.2
n [
[ o~ o
R, . L e
' /< ' i Pl
a pn |
i = (A
e / ; 5
< e (’ \\l. | ‘lll
2p Y, 1 =
0 03 c l:Tz
O .

O = 03. cos? 3 + 03 sen? B

T= (g_z_—_G_3).sen 2[3
2

p=+Jor+72= \/022 costf+o,%sen?p
Las tensiones tangenciales extremas valen:
T1=% (02 - O3)

2
12= = (0} - 03)
2
13== (0 - 02)
" 2
Tn
2 0
-~
y, -

[
i b
e

-"" — _h“‘-\ .\"-
f o I / )
[/ ; T\ ! : T \EJ
| [{ : i ’1 '_jn

L1 '
i I:TZ C_'l'l

P

[

La mayor de éstas tensiones en valor absoluto es 7, . Estas tensiones surgen en los planos
inclinadog45° respecto de las direcciones de las tensiones principales (no existen tensiones

normales, solo tangenciales).
Las tensiones octaédricas normaies o, , tangenciales 1, y resultantes p, que actian sobre ¢l

plano de igual inclinacion respecto a los tres ejes principales de las tensiones, se determinan por

las formulas;

co= 1(o;+ 02+ 03)
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Estados de deformacion

Hasta ahora hemos desarrollado la tension sin considerar la deformacion del sélido aceptando
la hipétesis de rigidez (sdlido ideal). Pero debemos admitir que todos los cuerpos, en mayor o
menor grado, experimentan deformaciones hasta alcanzar un estado de equilibrio, considerando
que se producen deformaciones en el entorno infinitésimo del punto.

Para estudiar la deformacion de un cuerpo partimos de las siguientes hipotesis:
1) Las cargas se aplican desde cero hasta su valor final en forma lenta, despreciando asi la
energia cinética que se produce.
2) Los desplazamientos son inifinitesimales, despreciables respecto a las dimensiones del solido.
3) Tanto la materia del cuerpo como sus desplazamientos son continuos, por lo tanto las
funciones de desplazamiento son continuas y derivables (condicion de la 5 hipotesis de
superposicion de cargas).

Consideremos que estamos en el periodo elastico,
a) el sélido recupera su forma inicial al retirar la carga que actua
b) el cuerpo esta fijo, no hay traslacion
c) las deformaciones producen un corrimiento de los puntos.

Llamaremos desplazamiento total de un punto A, a la distancia entre su posicion original y
final (antes y después de la deformacion del sélido).

Jos s A
//ﬁ

[T e
La componente del vector desplazamiento se dirige seg(m los ejes x, y, z. Definiremos el

vector desplazamiento i (u,v,w). Consideremos la proyeccion de una cara del cubo y sus lados
ABy AC

&
Nz

Z

L T

g
up gu dy
é—?—y—?l CI
By d : " S
v+ v dy "
3_‘; 3 dy el v+ dvdx
i §Y ax
"1 3 A )4
[PE— B
u
5 &y u+ gu dx
f ox

La distancia AB es un infinitésimo y lo definimos como dx.

" El desp!azannento del vector AB depende del eje, luego las componentes dependeran de dx. Si
el punto A se desplaza en direccion del eje Y en una magnitud el punto B se desplaza en esa
direccion una magnitud v+dv dx

ox
El incremento de longitud del segmento AB en la direccion del eje X es du dx
ox ‘

por lo tanto el alargamiento unitario en el punto A seglin el eje X sera:
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ut+dudx - u

&= ox
dx

€= du

ox

€,= Ov Alargamientos unitarios (o deformaciones lineales) (1)

dy

gy= Ow

oz

El angulo de giro del segmento AB en el plano XY es igual a la razon entre la diferencia de los
desplazamientos de los punto A y B a lo largo del eje Y y la longitud del segmento dx

=%
Ox

¥2=08u Angulos de giro (o deformaciones angulares)
ay
1=
Oz

La suma de los angulos y; y 2 es igual a la variacion del
angulo original CAB (recto), y el producido por la deformacion C’A'B’ lo llamamos dingulo de
distorsion.

T1t+tv= CAB - C1A,g,

Yy=T1+7,=0v+0u

ox Oy '

Yoy =73+ Ya= 0w + Ov /\ngu]os de distorsion (producen cambio de forma) (2)
dy 0z

Yz = Ys + Y6= Ou + OW
0z Ox

Este sistema de ecuaciones (1) y (2) que relaciona los desplazamientos y las deformaciones en
un punto se lo conoce como estado de deformacidn en el punto. Como se observa el estado de
deformacion en el punto se determina con seis componentes y al igual que el estado de tension,
forma un tensor: Tensor de Deformaciones.

El estado de tensién y el de deformacién tienen iguales propiedades.

Existen tres ejes ortogonales en cuyo sistema no existen deformaciones angulares y se los
llaman ejes principales de deformacion y las deformaciones correspondientes, deformaciones
principales. Estas se calculan resolviendo la ecuacion cubica:

8!\'3'[1_81\-2'{"12 .k -13:0

Los coeficientes de la ecuncion son los invariantes del estado de deformacion y se expresan:
I; =&t Ey +g,;
I =€c. 8y T ¢ . B By . Ep- Yoy - Vvl - Vayy

li=Var, &, Wr,

/Xy ¥

]/2}, Xz 1/‘2}/ v 6':
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Comparando éstos invariantes con los de tension se ve que el analogo de la tension normal, es
equivalente a la deformacion lineal y el analogo de la tension tangencial es la mitad del angulo de
distorsion. Utilizando ésta analogia se pueden construir los circulos de Mohr para las

deformaciones.
El analisis del estado de deformacion se basa en relaciones geométricas por lo que vale para

cualquier solido homogéneo, independientemente de las propiedades mecanicas del material.

Deformacion volumétrica

Para conocer la deformacion volumeétrica definiremos las dimensiones lineales del cubo

elemental como dx, dy, dz (antes de deformarse):

&F
dx(Ll+E,)
/ dx ,7
74 4
s / :
—_|- - |
] d l 1 X
dy(l+e,) |®Y g, g
s dz(1+8;)

ol

z/

después de la deformacion pasan a valer dx.(1+ey), dy.(1+g,), dz.(1+g,).
El aumento del volumen absoluto queda determinado por la diferencia:

AV = Vi - Vinieia = [dx.dy.dz (1+8,) (1+€y) (1+&,)] - dx.dy.dz

resolviendo ésta ecuacion y despreciando los productos de las deformaciones lineales, nos queda:

AV = dx.dy.dz (s, +ey +¢,)

Variacion unitaria de volumen

Se la designa con e y es la suma de los alargamientos unitarios correspondientes a los tres ejes

cartesianos:
= AV =&, t&y1E;

7

‘Al girar los ejes del sistema, el valor de e no varia”; y como ya vimos en el invariante lineal

(I,) del estado de deformacion, la e es igual para cualquier terna de ejes.
Entre los componentes del estado de tension y de deformacion existe una dependencia lineal

(siempre y cuando las deformaciones sean pequefias), la ley que relaciona éstas tensiones y las
deformaciones se llaman Ley de Hooke Generalizada.

Ley de Hooke Generalizada - Modulos (ie elasticidad
- Coeficiente de Poisson

La forma de relacion mas simple se observa en el cuerpo isotropo; en éste caso los
coeficientes de proporcionalidad entre los componentes de tension y deformacion no dependen de

los ejes cartesianos en el punto.
(0]
T

=
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Llamaremos

Mddulo de Elasticidad Longitudinal: E=g
€

Modulo de Elasticidad Transversal: G=1

' Y

Coeficiente de Poisson: =gy

EL

L
7 A R D!
HI o = H_JIHC1+S.]

L{1+5,)

Estos valores de E,G y |t se denominan: constantes técnicas o mecdnicas,
En el periodo elastico el valor de éstas constantes depende del material pudiéndose considerar:
Acero: E=2,1 x 10° Kg/cm?

G= 8x 10’ Kg/em?

n=03

Hormigén: E = 1,4 x*10° a 2,1 x 10° Kg/em?
G= 59x10*a 9,7 x 10°Kg/em?
n=0,2

Maderas:
Roble p,=0,084 p,=0,270
Coniferas 1 ,=0,064 p,=0,330
G =4,67 x 10" Kg/em?
E=1,0x 10’ Kg/cm?

- Para estudiar la ley generalizada de Hooke empleamos la 5° Hipotesis de Superposicion de
Cargas. Veamos por separado las fuerzas que aparecen en las caras del cubo elemental:

X

Tyx

ATy
i Ty o * a
'\?'v: tzy s
; e X
{// Tax|
Oz

av

En cualquiera de los planos de coordenadas, por ejemplo YZ, la deformacion angular depende

solamente de las tensiones tangenciales correspondientes: Yy, = Ty./ G
Las otras tensiones tangenciales y las tensiones normales no influyen sobre ésta magnitud y

se puede demostrar.
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Podemos expresar de ésta manera las deformaciones angulares como:

'ny = Tyy
G :
Deformaciones angulares (1)
ol
G
Fx EQ
G

De éstas expresiones se deduce que en el caso del cuerpo isotropo, los ejes principales del
estado tensional coinciden con los del estado deformacional, puesto que las tensiones tangenciales
desaparecen al mismo tiempo.

De igual forma las deformaciones lineales no tienen relacion con las tensiones tangenciales.

El alargamiento unitario en la direccion del eje X debido a o, sera o,/E; debidoa o, y o,
seran -p.oy/E y -p.o,/E respectivamente, por lo que sumando dichos efectos obtenemos la
deformacion unitaria segin el eje X:

€= Oy — .0y —1i.C;
E E E

En forma analoga se obtiene la expresion para e, y €,

2= 1 (ox-p .(0y10)

E
gy= 1 (oy— [t .(Cxt02) Alargamientos unitarios
g, = 1 (0,- 1 .(oxtoy)

E

Sumando éstas expresiones se llega a que:

e=g +g,+g,=1-2u(cx + oy t0) (2)
E

Las ecuaciones (1) y (Q) conforman la Expresion Analitica de la Ley Generalizada de Hooke.
La expresién de deformacion de volumen permite determinar el valor limite del coeficiente de

Poisson para cualquier cuerpo isétropo.
Esta expresion es valida para cualquier estado tensional, en pamcular cuando todas las
tensiones son de traccion:

P Ox=0y=0,= p

e=3(1-2u).p
E

v

cuando p es positivo e también lo es, y cuando p es negativo e es negativo. Esto es posible para
valores de 1 < 2, va que asl el téermino (1-2) es siempre positivo o cero. Por lo tanto el valor
maximo es p = 0,5 y no puede tomar valores mayores, depende de las caracteristicas del material
y en el dominio de la deformacion elastica no depende del estado tensionai.
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Energia potencial de deformacion

La energia potencial de deformacion es el caso general de un estado de tension acumulada en
un volumen elemental, se determina por la suma de los trabajos de las fuerzas distribuidas sobre
la superficie de éste volumen

%4
Ex-dx
+
y . =7
v Qe -~ - ol
S = o i I|3
S e
szl-cz l‘ -E/ ~ X
\ \ i
%

La fuerza normal o, .dy.dz realiza cierto trabajo en el desplazamiento &, .dx, éste trabajo es:
W= oc.dy.dz. &c.dx

siendo €, el alargamiento unitario segtn el eje x originado por todas las fuerzas que acttan.
De igual forma los trabajos correspondientes al resto de las componentes normales sera:

W="o,.dxdz.¢g,.dy
W=Y%o,dxdy.¢€,dz

La fuerza tangencial t,, .dy.dx realiza en el desplazamiento y,, .dz el trabajo siguiente:

) W= Y% 1, dy.dx . vy, .dz
y las restantes fuerzas tangenciales: "
W="Y2 1,5 dz.dy . vx .dx
W =Y 1,y .dx.dz. Yxy.dy

Sumando todas las expresiones de trabajo:
du='%dx .dy.dz (C.ec+ Gy .6y + OBz + Tyr. Yz + Tx Toy + Toy. Yoy

Si expresamos la energia interior a la unidad de volumen y tomamos la deformacion en
funcion de las tensiones respectivas nos queda:

u = {ox 1 [ox — 1t .(6,+0,)] + 0y 1 [0y~ W .(OF0,)] + . 1 [0, ~ W .(OxtOy)] +
E E E

+ Ty (T + Tox (T} + Ty (T}

G G G

simplificando la expresion:

u=_1 {[o2+0y*+0.2- 21 (0.0, + 0x.0y+ 0(.G;) + 1 (Tny® + Tur” '+ Ty?)
2E 2G

También podemos expresar la energia interior en base a las tensiones principales:

Wy = _l_ {[G;2+ o2+ 0'32 - 2}1 (02 .03+ 061.02+ 0y .(53)
2E
Para conocer la energia potencial en todo el volumen del cuerpo deformado se debe integrar
sobre el volumen del cuerpo:

U= J:fzo dv
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- Relacidon entre las constantes mecanicas E, G vy u

Calculemos la energia potencial del deslizamiento.

T
B —iC___ Para simplificar el problema, suponemos que la
- = ' p P p q
+ B C cara AD del elemento no se mueve. Entonces, al
. ’ y
' :)‘/\,’ e dy desplazarse la cara superior, la fuerza t.5.dx
1 Tl ‘ 4 (donde & es el espesor del elemento) realizara cierto
- A €—T- D trabajo en el deslizamiento y.dy. Por lo tanto, la
. Gt igemircrsl energia potencial de la deformacion acumulada en
N dx el elemento sera: ,
Ohmin =-T 7 Omix=T A= 1.%.y.8.de dy
: T 2
~ ' IT y la energia potencial unitaria (especifica),
= u=du=1.t.v7
iy dv 2
Tl . Al expresar y a travez de 1 seglin la ley de
= 45 D Hooke, obtendremos:
i S R
" 2 G

'El coeficiente % se introduce porque la fuerza es_proporcional al desplazamiento.
_ La energia potencial puede ser expresada también por las tensiones principales normales. Para el caso del

_ estado tensional plano, como lo es el deslizamiento puro, suponiendo o, = 0, obtenemos:
u =_1 (o®+03’+-2n0,.03)

-

S

2E
~ Pero las tensiones principales en ¢l deslizamiento son:
- 01T y g3 ==T
~ por lo tanto: u = 22 (1+p)

B

S

= Como el valor de la energia no debe depender de la orientacion de las caras del elamento, igualando los
— segundos miembros de las expresiones (1) y (2) hallaremos:

1.2 = 2(14y)

28 B
De aqui se obtiene la dependencia entre el médulo del deslizamiento G y el médulo de elasticidad de

~ primer género E:

- b= B
- 2 (1+p
Ejemplos:
1) Para el Acero: p=0,3 L G = 2,10° = 8x10° kg/em2.
2(140,3)
2) Para el Hormigon: p=0,2 s G= 3000 = 135210 klem.

2(1+0,2)
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Energia potencial de volumen y forma

La energia potencial total up se puede descomponer en dos energias, la primera la
correspondiente a la variacion de forma y la segunda a la variacion de volumen.

Hay algunas hipétesis de rotura que requieren el estudio de como se rompe el cuerpo sometido
a tensiones combinadas, que se haga una discriminacioén, o mejor aun, un desdoblamiento del
trabajo interno en otros dos: un trabajo que se produce con una dilatacion cabica del cuerpo y
otro que se produce sin dilatacion cabica llamado trabajo de distorsion.

Aclaremos éstos puntos:
sea un paralelepipedo en el espacio, sometido a la accion de tres tensiones cualesquiera que
supondremos seran las principales para poder trabajar sin las tensiones de corte. Descomponemos
el estado elastico en dos estados parciales, éstos estados deben ser tales que superpuestos nos den

el estado final primitivo

Oz

Ul :ol—P

7 . i &

IZG P g
3 Oy=03-P

Consideremos un primer estado en el cual actiian sobre las caras del paralelepipedo las

tensiones p =0;_t+ 0+ G3 iguales en las tres caras.
3 :

Este estado es igual a una tension uniforme hidrostéatica actuando sobre las caras.

En el segundo estado suponemos que actian las tensiones o, -p, G2 -p, Gz -P.

En el estado final proveniente de la superposicién de éstos dos, actuaran las tensiones Gy ,07 Y
o3 , es decir obtenemos el estado primitivo.

Dada la equivalencia del estado final y de la suma de los estados parciales, el trabajo mtemo
especifico total sera la suma de los trabajos internos especificos de cada estado parcial, es decir:
ol*, 02,03

olo2,03 _
ugt P =y

Veamos cuanto vale la dilatacion cibica “e” correspondiente al segundo estado:

e=1-2p(oitot03) = g +g +&5
E

reemplazando los valores de las tensiones :

e=1-2p (01-p +O2-p + G3-p)
E .
e=1-2u (0 +02 + 03-3p)
E
pero como 3p =G + 02 + O3, volviendo a reemplazar:

Luego el trabajo intemo de deformacion se descompone en dos trabajos:

- u” se produce con dilatacién cubica

-0 se produce sin dilatacién cibica, por lo que habra inicamente variacion de forma y éste
trabajo recibe el nombre de trabajo de distorsién.

La dilatacion ciibica sera la producida solamente por el primer estado, u”.
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Up = _L_ [0’;2+0'22 + 032 - 211 (Gz o3t o.0,+ 0 .03)] (])
2E
p=011+02+0s @
g
reemplazando (2) en (1):
My ™ E_IZELL (o1 + 0y +0a) Energia de variacion de volumen

. Up=Ug - Uy = 14U (612462 + 652 - 0;.03 - G1 .02 - G .G3)

3E

ur= 14 [(61-62)* + (02-03)* + (03-01)7]
6E

Energia de variacifn de forma (distorsion)

En una tema de ejes arbitrarivs seria
ur= 14 [(0x- 0y)* + (0,-0,)7 + (0,007 + L (Ty® T T + Tyr?)
6E 2G
Tenemos entonces:

g1=1 [o1 - p(o2 +o3)]

E
&= 1 [0z - (o1 H03)]
E .
g3= 1[0z - p(o: +oy)]
E {
o1=1 [gr+pE:4¢e)] €=g » y=zr ~ G=_E
1-p2 E G 2(1+pw)
oy =_1_[e2+ w(er +€3)]
1-u?
o3 =_1_ [e3+ p(e + )]
1-p2 )

Tensicnes en planos inclinados
Caso de traccién v compresion en una direccion

Para conocer plenamente la resistencia del material, necesitamos conocer las tensiones que
surgen en cualquier plano inclinado.

a)
ﬁl’\?cuj[g P i
\_/ A Og,
(%
O L / ==
- X
& < B
b)

F/cosa Oy,
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Oo+90

z
Totq — o,

Z

Ootq1
2 2
=
o ﬂy \<T.
z - X
>\ /<t°°+§[—
W - <
Og ‘o

O+
z

Las tensiones normales a la seccion transversal a la barra se consideran conocidas: 6, = N/F

Calculemos las tensiones que aparecen en la seccion inclinada AB, cuya normal forma un .
angulo o con ;. Consideramos positiva la direccion del angulo medida en forma anti-horarna.

Enel area F, = F/cos o puede aparecer tanto & como T, sus valores los obtendremos de las
ecuaciones de equilibrio de la figura, proyectando sobre !

Oy.Fe-0;.Fcosa=0 = o4Fcosa=0c; Fcosa = Oy = O} COS2 Q

Proyectando la fuerza sobre la direccion de t,:

(M

1e.Fo-0; Fsena=0 = 1,Fcosa=0c; Esena = T, = Gy Seh oL COS O

siendo sen 2o = 2sen a.cos a (2)
reemplazando (2) en (1):

T, = O sen 2a
1 2 .

De ésta formula podemos deducir que cuando:

Da=0° > 1,=0 y 6,=0; —» O, es maxima (tension principal)
2)a=90° - .1.,=0 y o,=0-—> No se producen tensiones longitudinales
Na=45 = 1,=0,/2 y 0,=0;/2 — T, €s maxima.
Estas dos funciones se pueden representar en un grafico
Analicemos que pasa con las tensiones en el plano perpendicular al considerado, o sea cuando:

L=0+T
2
Goinn = O1¢0s%(at+m ) pero cos(atnm ) =sena = Goinn= 01 sen? o

2 2

Toanz = Op Sen 2(0+n ) = Tasn2 = - O1 S€n 24
2 i 2

Analizando los valores de & vemos 6y + Guinp = O (cos’aL +sen’a) = |5, + oun =0

y la suma de las tensiones normales en dos planos ortogonales entre si es constante e igual a la
tension principal.

Analizando los valores de T vemos que en dos plano ortogonales entre si actuan tensiones’
tangenciales de igual valor y de signo contrario (Teorema de Cauchy). |

Ta =~ Tarnr2
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Calculo de las tensiones en planos inclinados - caso de traccion
v compresion en dos direcciones

Veamos el estado de tension plano cuando las dos tensiones principales son positivas (6 y ©2).
Consideremos positivo el angulo o entre oy y la normal al plano en sentido anti-horario.

[hs
Og,

/.\lﬂ
0y +— LG}. O +— i
a.

Oz . o,

Las tensiones o y T, en un plano inclinado cualquiera se puede obtener del equilibrio de la
figura seglin 6, y &, y por las formulas ya obtenidas

— 2 2 s o
Gy =0 cos’a+oysen*(a+m) = rGa — o, cos 103 sen’a.
2
T, =0C;sen 2a +oysen 2(atw) =  To =0 sen 2a - Op sen 2o
2 2 2 2 —
2 1, = 0j -0, sen 2a :
12

De éstas formulas podemos deducir que:
-85 3 =020 D M0=0 Yy =0
-sic;=+0 " 0p=-0 = O, =0 (cos’a —sen’xt) * Tq =0 sen 2a
-para a =45°setiene 6, =0 " 1, =+ (T maxima):

Oz=-0
7\t
] — Oj=+0
D
Oz

El problema opuesto sera, dada las tensiones que actian en las caras de un elemento (prismatico)
calcular las tensiones principales.

n Diagonal

Tyx / principal

Txy
LA Px O
Txy dr Ty

dFcoso

PR
dF senot T'YK

D’? 3 'UY

Proyectando sobre un eje paralelo a la tension oy
64 dF- (o, dF cos &) cos o - (o, dF sen o) sen a. - (T dF cos ) sen a - (1, dF sen o) cos a. = 0

L 0o = Oy COs’a + Oy sen’a + T sen2a
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Ahora hacemos lo mismo sobre un eje paralelo a t,
1o dF- (o4 dF cos a) sen a + (o, dF sen a) cos a 4 (1, dF cos a) cos a - (1, dF sen &) sen o = 0

Ta = (Ox - Gy) sen & cos O — Tyy (Cos’a — sen’o)

T = Ox = Oy Sen 2a - T cos 2a
2 A

Para conocer el valor y la posicion de los planos principales es necesario igualar a cero la
derivada do, = 0 o igualando a cero la tension tangencial t,.

da
1,0 = a-o,sen2a-vcos2aa=0 * senla=tg2a = glda=_55 = 2%y
2 cos 2a Bely Wiy
2
cos 20 = I = I = (G~ 0y)2

2ir ! ?
: 2 Ty —
‘\/1+tg 2o 1+ [—*'_ ] \/[0‘ oi] .
@ =~ 2

sen 2a = tg 2a cos 20 = _2 Tyy . (Cx-Gy,)/2

(O« - Gy) \/{‘27___' U,»J .y

= sen 2o = Ty

y siendo cos®o = Y2(1+cos 2a) y sen’o = Y2 (1-cos 2a)

tenemos:

o = o, (1+cos 20)/2 + 0, (l-cos 20)/2 + tsen 2o = (g +0,)+ (0= 0, cos 20.+ T5en 2a
2 i

= On — (.G._ng\) s (gt“_g_v) . _.(Q'.Lj'__g.y.)&___ + Ty . Tay

2 2 + (o, -0, + o, -a,)
= : +r, 72 ‘—2*“ + T ‘_‘,’

= O = (gd‘(_‘_'g,‘r) + L(QX'_GYM“E

2 =+ [g.l CT‘,JI
VI RN 3 rwz
2 )

C12= (gpiﬁ_gv) * _1._ \/(O-r . O-_v )2 + 4'[_\_1' .

2 2

Ecuacion de Mohr
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El circulo de Mohr nos da también el valor de angulo o, (de posicion del plano que hace
méaximo o minimo el valor de o), pues observando la figura :

Tg (MOO’) = _21,, yelanguloa,es directamente MM;0
(Ux - 0’}‘) 4\1-’ . (1)

¢y

También el valor de T sera maximo o minimo para cierto valor del angulo de posicion .
Gréficamente se ve que el valor maximo en valor absoluto de < sera el radio del circulo, de donde:
T méx-min — &= ..]_1'(0-_‘- = U}')z + 47'—.\3'2 = Q=0

2 i 2
El angulo o de posicion para el cual T es maximo o minimo se obtiene derivando la siguiente

ecuacion respecto de o e igualandola a cero:
T, = Ox - Oy Sen 2a. - T COs 2a
2

de donde obtenemos que:
oy = o+ /2

lo que indica que éste angulo difiere del angulo para el cual o es maxima en 45°.

T max

Referente a la direccion de las tensiones principales
observamos que “la direccion de la tensién principal mixima
algebraica o, estd en el dngulo principal de 45" que forman la
diagonal de corte y la tensién normal algebraicamente mayor”.

Ejemplo: e

"{' . O,=50 Kg/cm*®

e Tyx = Tyy= - 30 Kg/cm*




ik

tgla=+21y = +2(30) = -0,75
©.-a;) 50 -(:30)
B8P = pesole®

G =ge Gy 00 \f(chr =@ S 4'5_‘_1.2
2
612 =50 - 30 + ¥44/(50 - 30)2+4.30% =
10+63,24
2
o, = 73,24 Kg/cm?
oy =-53,24 Kg/cm?

g

2

Coeficientes de seguridad

»
Tanto las cargas reales que actian sobre la pieza, como las propiedades de los materiales de

ésta, pueden diferenciarse considerablemente, en un sentido desfavorable, de las que se
consideran en el calculo. )

Los factores que disminuyen la resistencia de la pieza (sobrecargas, heterogeneidad de los
materiales, etc.) son magnitudes de caracter accidental, que no pueden ser previstas. Puesto que,
sin embargo, las piezas y las estructuras tienen que trabajar en éstas condiciones desfavorables,
es necesario tomar ciertas precauciones.

Con éste proposito, las tensiones que garanticen un trabajo sin fallos (explotacion) de la
maquina o de cualquier otra estructura debera ser inferior a las tensiones limites que puedan
conducir al fallo o al surgimiento de deformaciones plasticas.

Asi, pues, se admite: [6] = Clim
y

siendo:
[o], la tension admisible
Y, el coeficiente normativo (impuesto por las normas de disefio de las construcciones)
de seguridad, o reserva de resistencia
Clim, 12 tension limite del material.

Se entiende por tension limites con cargas estaticas, el limite de resistencia, en el caso de
materiales fragiles, y el limite de fluencia, en el caso de materiales plasticos, puesto que cuando
las tensiones son iguales al limite de fluencia, se desarrollan deformaciones plasticas

considerables que son inadmisibles.
Asi, pues, el coeficiente de seguridad se introduce para conseguir un funcionamiento fiable y

seguro de la estructura y de sus partes, a pesar de las posibles desviaciones desfavorables de las
condiciones reales de trabajo, en comparacion con las que se consideran en el calculo.

El valor normativo del coeficiente de seguridad v, es decir, el valor que establecen las normas
de disefio de construcciones, se elige teniendo en cuenta la experiencia adquirida en el
mantenimiento de las estructuras v maquinas.
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Ultimamente, el coeficiente unitario de seguridad y se descompone en una serie de coeficientes
de seguridad parciales. Cada uno de éstos coeficientes considera la influencia de un determinado .
factor o grupo de factores sobre la resistencia del elemento de la construccién. Por ejemplo, uno
de los coeficientes refleja las desviaciones posibles de las caracteristicas mecanicas del material
en comparacion con las que admiten en el calculo; otro el desacuerdo entre el valor de las cargas

. reales y el que se toma para el calculo, etc.

Esta division del coeficiente general de seguridad permite considerar mejor la diversidad de
condiciones concretas de trabajo de las piezas de las maquinas y construcciones y disefiarlas con
mayor solidez y de una manera mas economica.

El coeficiente de seguridad se representa en forma de producto,

Y ="Y1Y2Y3 -

No hay todavia unanimidad en lo que refiere al nimero de coeficientes parciaies y sus valores.

Actualmente en la construccion de maquinas se emplean uno , tres, cinco y hasta diez
coeficientes de seguridad parciales.

En el manual del constructor de maquinas se recomienda emplear tres coeficientes parciales de
seguridad, es decir,

Y=".Y2.73...
donde

71 es el coeficiente que considera el error posible al determinar las cargas y las tensiones.
Cuando las tensiones se calculan con gran precision, éste coeficiente se puede sefalar igual a 1,2
- 1,5. En el caso de menor exactitud se hace iguala 2 - 3;

v, es el coeficiente que considera la heterogeneidad del material, su sensibilidad a los
posibles defectos en el maquinado de la pieza. El valor de y,, cuando los calculos se hacen
partiendo del limite de,fluencia y las cargas son estaticas, esta dado en la tabla siguiente, en
funcion de la relacion entre el limite de fluencia y el de resistencia (éstos valores no reflejan la
influencia de las dimensiones absolutas de la pieza).

ofo.  045-0,55 '0,55 - 0,77 0,77-0,9
v [3-15% 1.4 =18 17«5

Si en los calculos se refieren al limite de resistencia, cuando se trata de materiales fragiles y de
materiales poco plasticos, ; se considera igual a:
a) Y, = 2- 3 para materiales poco plasticos (aceros de alta resistencia ligeramente
revenidos a bajas temperaturas);
b) ¥, =3 - 4 para materiales fragiles;
c) ¥, = 4- 6 para materiales muy fragiles.

En los calculos por fatiga, el coeficiente v, se considera igual a 1,5 - 2. Este
coeficiente se aumenta, para materiales de poca homogeneidad (sobre todo en el caso de
fundicién) y en el de piezas de gran tamaiio, hasta tres y mas; :

vs es el coeficiente de las condiciones de trabajo que tiene en cuenta el grado de
responsabilidad de la pieza. Su valor se admite entre 1y 15
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En la tabla siguiente figuran los valores aproximados (U.R.S.S.) de las tensiones admisibles de
algunos materiales, para el caso de cargas estaticas.

Material Traccion (o] Compresion [o]
Hierro fundido gris en lingotes 12-28 200 - 300 700 - 1100
Hierro fundido gris en lingotes 15-32 250 - 400 900 - 1500
Hierro fundido gris en Iingotes 21-40 350 - 550 1600 - 2000
Acero de construccion al carbono, para

construccion de maquinas 600 - 2500 600 - 2500
Acero aleado de construccion de maquinas 1000 - 4000 1000 - 4000
Duraluminio 800 - 1500 800 - 1500
Laton 700 - 1400 700 - 1400
Pino (en el sentido de las fibras) 70 - 100 70 - 100
Roble (en el sentido de las fibras) 00 - 130 90 - 130
Mamposteria Hasta 2 6-25
Hormigon 1-7 10 - 90

El reglamento CIRSOC recomienda

Clase de Destino Carga
Construccion P P-S
A 1,6 | 14
” I B 1,5 | 1,3
C 14 | 125
I B 1,6 1,4
C 1.5 1,3
(n (2) (3)

El coeficiente se basa en tres tipos de factores:

(1) las acciones que se consideran sobre la estructura y los métodos de superposicion de las
mismas

(2) el destino de la construccion y la funcion de la estructura resistente

(3) los recaudos constructivos y la adaptacion a los modelos de caiculo.

Las acciones pueden ser de tipo permanente, acciones debido a la ocupacion y al uso, carga o
acciones de viento, nieve, hielo y sismicas, acciones térmicas, etc.

Dentro de éstas estan las cargas principales (permanentes, ocupacion y uso, y otras que
pueden ser principales de acuerdo a la zona geografica), y las secundarias, que son de accion
casual o poco reiteradas!

El estado de carga definido como P es la superposicion de acciones principales. El estado P-S
es la superposicion de acciones principales y secundarias.

En cuanto al tipo de edificio hay tres tipos:

A) edificios y estructuras cuyo colapso afecte la seguridad o salud publica, o a los medios de
comunicacion y transporte troncales

B) edificios publicos o privados, edificios industriales con equipamiento economicamente
importante o con gran cantidad de personal. Centros secundarios de salud, transporte, etc.

C) edificios industriales de baja ocupacion y equipamiento economico. Torres y carteles en zonas
despobladas. Depositos secundarios de materiales, galpones rurales, instalaciones de tipo
precario.



UNIDAD II - Traccigny Compresion

Calculo de las fuerzas interiores

Veamos el caso de traccion o compresion axial en el que las fuerzas interiores actuaran a lo
largo del eje de la barra. Para obtener las fuerzas interiores recurrimos al método de las

secciones:
Ny+8t-5t=0

= Ny=-3t Nl -5t=0
INE = HNy=5t

1.5E

Trazamos una seccion como la a-a y analizamos el equilibrio de la parte separada (inferior).
Sustituimos la accion de la parte superior sobre la inferior por una fuerza axial que consideramos
positiva.

El signo negativo indica que la direccior de la accion es opuesta a la considerada, por lo que N,
es de compresion y no de traccion como lo habiamos supuesto. En el corte b-b la direccion
considerada es la correcta por lo que N; es de traccion.

La ley de variacion de las fuerzas axiales se grafica a lo largo de la barra; el eje de las
abscisas se orienta pagalelamente al de la barra y el de ordenadas en direccion perpendicular. Los
valores de las fuerzas axiales en las secciones transversales de la barra se trazan (con su signo) a

escala.
Fa :
I &
8t It
®
56

Lot

- Calculo d¢ las tensiones

Al someter la barra a un esfuerzo de traccion se observa que, después de la deformacion, las
secclones se mantienen ortogonales respecto al eje, salvo una pequefia zona donde actta la fuerza,
en ella la distancia entre las secciones varia.

=M
LLLLLL LLLLLLLL, Gﬂ:.!._‘
c d
1 o d,i ;l

M

l Il+ﬂl

N

La recta c-d por ejemplo se desplaza hacia abajo, permaneciendo recta y hori zontal.

Generalizando éste fenomeno podemos definir:
- las secciones transversales de la barra, que eran planas y perpendiculares a su gje antes de la
deformacion, permanecen pianas y normales al mismo despu# ~ ocurrir aquella.
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En cuanto a la clase de construccion, tendremos que una construccion de acero sera
considerada del Tipo I si se verifican las siguientes condiciones:
- las uniones y los apoyos verifique las condiciones de giro y desplazamiento que los modelos de
vinculos adoptados imponen.
- se especificaran tolerancias dimensionales y de forma geométrica en los elementos constructivos
(prever posibles errores de construccion)
- la construccion sera realizada por personal altamente calificado y mediante el empleo de
herramientas acorde a las etapas constructivas.
Salvo condiciones de imposibilidad se debera realizar el montaje previo en taller.

Las construcciones que cumpliendo con las disposiciones de seguridad de los reglamentos, no
cumplen o lo hacen parcialmente las condiciones indicadas para el tipo I en cuanto a calculos o
construccion, se consideran de Tipo I1.

El coeficiente de seguridad y se aplicara a la tension en el limite de fluencia en el calculo
elastico, y a la carga limite o de rotura en el calculo plastico.
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Esta hipétesis es conocida como “hipétesis de las secciones planas o de Bernoulli”; y nos
permite suponer que en las secciones solo actian tensiones normales, distribuidas uniformemente
On

]
18

Para lograr el equilibrio de este elemento :

SF=0 = c,A-N=0 = Ga=N
A

Cuando en la parte separada actian varias fuerzas, en el numerador figura la suma aIgebralm de,
que es igual a la fuerza axial N

Gh=N=2ZP
A A

Estas formulas también son validas para el caso de compresion.

Calculo de deformaciones v desplazamientos

Cuando traccionamos una barra, su longitud aumenta, mientras que sus dimensiones
transversales disminuwyen; cuando comprimimos la situacion es inversa.

£ L 4 L ya Z. L
- [a1<o
[ Imm' T ==
ol N
.’"k i T "—"**_—“'_““"k

La deformacion unitaria y lineal la obtenemos por la ley de Hooke

; £E=0
E L

Las deformaciones unitarias y lineales son proporcionales a las tensiones normales.
E caracteriza la rigidez del material, es decir su capacidad de oponerse a las deformaciones,
siendo € adimensional las unidades de E seran [Kg/cm?].
Teniendo en cuenta que:
e=Al y o=

N
I A

se obtiene el alargamiento absoluto segun:

Al=¢gl=

Experimentalmente se comprueba que existe una correlacion entre la deformacion longitudinal € y
la transversal &

‘=-1¢




u : coeficiente de deformacion transversal o coeficiente de Poisson. El valor de éste coeficiente

oscila entre 0 £ 1 £0,5.
El valor de la deformacion unitaria transversal 1a obtenemos de la formula:

e’=4b
b

Cuando la barra es de seccion variable, con un angulo de conicidad o < 12°, se puede admitir
que la tension en la seccion transversal se distribuye uniformemente, pudiéndose emplear las
formulas o =N/A y Al=N.I/E.A.

Para conocer las deformaciones en una barra de una seccion variable (c > 12°) en la cual
actua una fuerza axial N, primero debemos calcular el alargamiento de un elemento dy que
denominaremos Ady; de la ley de Hooke tenemos que
Ady = d(Al) = N.dy

E A
integrando ésta ecuacién entre z =0 y z = | obtenemos el alargamiento absoluto de la barra:

.r Nd:

1=1
Al = f:=nA(dl) =15 4

Siendo N y E constantes, nos queda conocer como varia A en funcién de z.
Cuando la integral varia en forma escalonada, la integral se reemplaza por la sumatoria de la
deformaciones de cadg seccion constante (dentro de los limites donde de N, F y E son constantes)

n n N[
M F M=% —

=1 i=1 EJAF
Ejemplo: sea una barra de dos secciones
N a o}
1y X
L
) L \RL,
lz | '\\
foi X
A1, Al

All=ZAl=N.1I;y +N.L=P[L,+ 1]
EF, EF, E F, F

Influencia del peso propio

El peso propio de una barra de seccion constante equivale a una carga uniformemente
distribuida a lo largo de la barra. Designamos con y al peso especifico de la barra
Analizaremos la deformacion, los esfuerzos normales y las tensiones.

qheiy El esfuerzo normal en la seccion z es igual al peso de la barra
o ) debajo de la seccion [N= yF(l-z)], por lo tanto la fuerza normal
1t e ':‘F’ es proporcional a z.
H=(1-=z)¥F

Ua tension normal en la seccion indicada es:

o=l =yl (eg)="1{ka)
-
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El alargamiento absoluto de la barra , y en este caso también la funcion desplazamiento, se
halla integrando entre O y [

z

Al j& /E j(/ )
(7)=0(z) = =il =)z
OEF 0

Alg)=8p =y [1>-1%2]) =y I?
E 2E

-
-

{7

~
LS

T

I

™)
=]

al=glE]l GLF=F)
2EF
= Al=1 Pl
2 EF
Se puede observar que el alargamiento originado por el peso propio de la barra es la mitad del
alargamiento debido a una fuerza de igual magnitud que el peso propio de la barra aplicada en el
extremo de la misma.

Solido de igual resistencia

Consideremos ahora una barra de seccion variable F=F,), de forma que las tensiones en todas

las secciones sean iguales (c =P = cte.)

Fo
H En la seccion ubicada a la distancia z del borde el esfuerzo normal
Fo de compresion N es:
o H
VA ﬂ
L 2 \\ La tension segun la condicidn del problema debe ser:

6 =Ny /Fiy= [P+ j F,,,dz Y F(,y = P/Fo=cte

:>p+‘}’ JFE:}({: ZPF(ZJ/F:]

dertvando ambos miembros respecto de z:
”{r,"?) P dF(;) = dz= p dF(,]
F() dZ YFQ F(,)
integrando nuevamente:
Z =_E (Ln F(z) -Ln C)
‘,’FU
resolviendo el antilogaritmo:

Yz

F(z)z Ce G



Para conocer la constante C sabemos que cuando z = 0 es F=F; y por lo tanto C = F,
por la ley de variacion de F(,, queda:

o

F(z) . Fg (.’p

|
;qh_ (=%

Hie Q

=3

T -

—_—
2]

o

L

<]

P77 7777 s

Fo
Yf(i
N(z): P é'"
&z =Nl
EF
2 N.dl
8z =~
o LF,
&§y=-P z+C paraz=1 §;»=0 =C=-Pl
EF, . EF,
R S
EF,
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Esta barra se la conoce como solido de igual resistencia, en ella el material se aprovecha en la

forma mas efectiva.

Principio de conservacion de la energia

Las fuerzas interiores de traccion o compresion producen cierto trabajo debido al
desplazamiento de los puntos de aplicacion.

Calcularemos el trabajo de una fuerza exterior aplicada estaticamente (se aplica desde cero

hasta su valor final muy lentamente).
El trabajo elemental dA de la fuerza exterior P en el desplazaimiento do es

dA=PdS con0<8<6,

expresion entre O y el valor final del desplazamiento.

A;EW]ﬁ%ﬁéxﬁF&wm

=PI = A=EEPIS
EF 21 EF

coeceeese o Peroentre Py 8 existe una relacion (Ley de Hooke)
=Pl = P=EFS
EF I
Introduciendo éste valor en la ecuacion de dA:
: dA = EF 6d5
: d | |
::il 3. |8 Eltrabajo total realizado por la fuerza se obtiene integrando ésta



A

A =P,
2

“El trabajo de una fuerza exterior, aplicada estiticamente, es igual a la mitad del
producto de su magnitud definitiva por la magnitud definitiva del desplazamiento

correspondiente™.

F ' Graficamente el trabajo de la fuerza P se representa por el area del

triangulo OAB.
Durante las deformaciones, no solo realizan trabajo las fuerzas

exteriores sino que también lo hacen las fuerzas interiores.
El trabajo de las fuerzas interiores, en el caso de traccion y
compresion, se puede calcular teniendo en cuenta que éstas fuerzas
— . estan dirigidas en sentido contrario al desplazamiento. Por lo que el
trabajo de las fuerzas interiores, durante la carga, es siempre

8, .
negativo.
PIIII I H El trabajo elemental de las fuerzas internas se calcula por
: : -1 una formula similar a la de dA:
L § HE S T TSNS
L i 2
{ : pero segtin la ley de Hooke:
J
i A(dz)=Ndz
EF
= dU=-1N2dz »
2 EF
El trabajo total de las fuerzas interiores se obtiene integrando a lo largo de la barra:
i 2
U=-% j —dz
o EF

Para el caso de N, E y F constantes:

U=l N2l =-EE AN
2EF 21

La magnitud, igual al trabajo de las fuerzas interiores pero de signo opuesto, se llama
“Energia Potencial de Deformacion™. Esta es la energia que acumula el cuerpo al deformarse:

N2] =-EF Al?

1
ZEF 21

Epu! =

La energia potencial referida a la unidad de volumen se llama Energia Potencial Unitaria:

=B B = N2l 1= 82

w Pl 1BF Pl 2E

n=

Ee2=1cE
2

B

En el caso de un estado tensional de volumen. la energia potencial unitaria se obtiene de:

u=1 (o5t 0c.8 + 0;38)

2E



aplicando Ley de Hooke
u=1 [0+ + 632 - 210, G2 + 6, O3 + 52 03)]

s E
De ésta formula se deduce, como caso particular cuando una de las tensiones principales es nula,
la formula coincide con la correspondiente al estado tensional plano.

Propositos v tipos de ensayos

Para el estudio de las propiedades de los materiales y para obtener las tensiones admisibles, se
ensayan probetas de éstos materiales hasta ser destruidos.

" Estos ensayos se realizan con diversos tipos de cargas como ser estaticas, de impacto y
clibicas. Segin el tipo de deformacion de la probeta, se distinguen los ensayos a traccion ,
compresion, torsion y flexion. Menos frecuentes son los ensayos compuestos (traccion-torsion).

Los ensayos se realizan en condiciones atmosféricas naturales de presion y temperatura, en
magquinas preparadas para ese tipo de ensayos.
Las deformaciones se miden con dispositivos especiales (extensometros).

Diagramas de traccion y compresion

Estos son los ensayos mas difundidos y mas faciles de realizar. Permiten conocer con
suficiente exactitud el comportamiento del material; las probetas son cilindricas de 10 mm de
diametro, tienen una longitud efectiva I =10 cm (probeta larga) o Ip = 5 cm (probeta corta).

n

El ensayo a traccion permite conocer las caracteristicas

Qb

; . 4 inicas del material. D ! di
: - “mecanicas del material. Durante el ensayo se estudia un
P i S . - !
h m i m 5 diagrama que relaciona automaticamente la carga P de
L traccion con el alargamiento Al

El valor de la tension normal o = P/F, surge en la seccion transversal de area inicial Fy. Los
alargamientos unitarios seran € = Al / L.
El diagrama es conocido como “diagrama convencional de traccién”. La probeta a ensayar
debe cumplir con la norma IRAM 102 de traccion.
En la figura representaremos el diagrama de traccion e-o de una probeta de acero de bajo

contenido de carbono.

a
Acero Ty g

?ﬁ‘"\w 1 L (Kglom?) | Kgflend) %

, ; F-20 | 2000 1300 | 2%

' ! F-22 | 2200 300 | 28 | ST-37
! ) F24 | 2400 200 | 25

A F-26 | 2600 4700 | 24

o F.30 | 3000 5000 2t

b & . [ Fas | 3600 00 | 22 | ST-52
e R G

En el tramo OA las deformaciones crecen proporcionalmente a la tension, cuando estas son
inferiores a o, ,conocido como “limite de proporcionalidad”. Hasta dicho limite es valida la ley
de Hooke (o, = 2000 Kg/cm?); de aumentar la carga, el diagrama comienza a curvarse, si las
tensiones no superan el llamado “limite de elasticidad™, el material conserva sus propiedades
elasticas (o, = 2100 Kg/cm?). En la practica no se diferencian éstos valores (o, y G;).
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Al seguir aumentando la carga, la deformacion comienza a aumentar en una relacion lineal
(punto C). El tramo CD (horizontal del diagrama) se denomina “escalén de fluencia”.

La tension que se desarrolla a partir del punto C se [lama “limite de fluencia” (or = 2400
Kg/cm?). En muchos materiales éste escalén no queda bien definido, es por ello que se introduce
el “limite convencional de fluencia” y corresponde a la tension que produce un 0,2 % de
“deformacién residual™,

Después de pasar el limite de fluencia, la probeta recibe alargamiento bajo una carga
constante, el material adquiere nuevamente capacidad de oponerse al alargamiento.

Una vez pasado el punto D, el diagrama asciende con menos intensidad que antes. En el punto
E la tension toma su valor maximo, es la maxima tension convencional y se la llama “limite de
resistencia o rotura” (o, = 4000-5000 Kg/cm?). En éste punto la seccion sufre un
estrangulamiento e inmediatamente se rompe.

En éste ensayo también se determina el “alargamiento residual unitario” correspondiente al
limite de rotura; caracteristica importante que nos indica la plasticidad del material:
§=1,-1,. 100 [%] Para acero comun & > 24 %
1o Acero de alta resistencia & > 7 -10 %.
Otra caracteristica que surge del ensayo de traccion es la reduccion residual de la seccion, en
el momento de la rotura:
Y =Fo-F,.100 [%]
Fo
La magpitud ‘P caracteriza la plasticidad con mayor precision que d, pues depende menos que
ésta de la forma de la probeta. Para acero comun ‘P = 50-60 %.
La representacion tipica de los diagramas sin escalon de fluencia es la siguiente:

2 g
_Jo.z G 7’/#;

L Y

0 o&x £

Para el estudio de la deformacion piastica se necesita el diagrama real de traccion que
relaciona la ‘deformacion con la tension efectiva’, éste diagrama se obtiene dividiendo la fuerza
por la seccién reducida de la probeta. Este area efectiva es menor que el area inicial, luego el
diagrama de tension efectiva se ubica por encima del diagrama de tension convencional. Este
diagrama de traccion se construye con métodos aproximados.

Fragilidad

Es lo opuesto de plasticidad y es la propiedad del material de destruirse al recibir
deformaciones residuales insignificantes.

El desplazamiento residual de éstos materiales no supera el 2-5 % en la rotura. Son materiales
plasticos el cobre, aluminio, acero comun, platino. El duraluminio y el bronce son menos
plasticos; el hierro fundido, acero instrumental, piedra, hormigon, vidrio son materiales fragiles.

Sin embargo es necesario hablar de estados plisticos y fragiles.

En el caso del hierro fundido, el diagrama de traccion se desvia rapidamente de la Ley de

Hooke:
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El limite de resistencia del hierro fundido y otros materiales fragiles depende de las
dimensiones de la probetay g =o,4 (probeta de diametro d)
o0 (probeta de diametro 10)
es un coeficiente de carga que nos permite apreciar este,

. - (1) Acero alto carbono
0:9 \ T, WD (2) Acero de liga
0.8 ey H (3) Hierro fundido modificado
0.7 ©) (4) Hierro fundido gris
0,6 %
s \@
0,4 B
10 20 30 50 g 200 gap

Aumento del limite convencional de fluencia
por cargas repetidas

Cuando la carga no supera el limite elastico y se descarga el cuerpo, las deformaciones
desaparecen completamente; al aplicar nuevamente la carga la probeta se comporta igual que
cuando se carga por primera vez.

Si se supera el limite elastico y se llega al punto K, la descarga se produce segin una recta
KL:

4 ’ ’____J-‘-——TE—m—__, B La componente elastica de deformacion desaparece,
F | Rl quedando la componente plastica.
/ ,I: ' .- ) Si cargamos nuevamente el material, el diagrama
Fy coincide con LK hasta el punto K.
| | El alargamiento residual o permanente corresponde
/ o - al momento de la rotura, es igual al segmento LR, sera
: E que el que se observa cuando el material se ensaya por

- , primera vez.
0 L M R

La carga de la probeta después de ser estirada

inicialmente hasta la tension de fluencia, aumenta el limite de proporcionalidad.
Si entre la descarga y la nueva solicitud transcurre cierto tiempo, el limite de proporcionalidad

aumenta aun mas.
El fenomeno de aumentar el limite de proporcionalidad y disminuir la plasticidad del material

por cargas repetidas se llama “endurecimiento’.

Influencia del tiempo sobre la deformacion -
Reactividad - Fluencia plastica. Relajacion

En los ensayos se demuestra que las deformaciones originadas por las cargas no aparecen
instantaneamente. Si paramos el proceso de carga al alcanzar el punto S y mantenemos la
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. T probeta cargada durante un tiempo, la deformacion
" , sigue creciendo un segmento ST.
T @ Reactividad Durante la descarga la parte de deformacion

correspondiente al segmento GJ desaparece
rapidamente, pero la otra parte del segmento OG
necesita un tiempo para desaparecer. Este fenomeno

2 Fluencia pldstica

1
1
]
|
I
[}
g8 8 o 3

@®,'@ consiste en la deformacion elastica en funcion del
-— tiempo se llama Reactividad, y la variacion de la
deformacion en funcion del tiempo se llama Fluencia
Plastica.

Esta deformacion elastica del sélido después de un tiempo se convierte en plastica y como
resultado varian las tensiones, sin alterar la magnitud total de la deformacidn; a éste fenomeno se

lo denomina Relajacién.

Hipoétesis de Resistencia o de Rotura de Materiales

Las tensiones maximas no tienen que superar las admisibles en cada caso: normal (o3 < [o.] ©
o, < [o(]) o tangencial (1,4 < [t] )
La tension admisible la establecemos por el limite de fluencia o de resistencia a rotura (para
materiales fragiles) segiin valores determinados experimentalmente.

[c]= ok
(NN

eléast-plés

0 £

Representan(‘o el caso general de un estado tensional real tridimensional:
> B admitiendo que 6, > G2 > 3, N0S preguntamos cuanto vale Gy ,02 jim

- y O3 . La respuesta nos da los valores admisibles de 1,62y 03.

El problema lo podemos resolver ensayando probetas en las
condiciones planteadas y comprobando Ja rotura del material, o el
: comienzo de la fluencia. Este método no es apropiado porque se

¥45° debera ensayar cada estado tensional.

3/ %, Luego planteando una hipétesis (teoria) podemos evaluar el peligro
relacionado con el material al estado limite.

Desde el punto de vista fisico, la destruccion del material consiste en:

-1) la separacion de las particulas (destruccion fragil)
-2) el deslizamiento de las particulas (destruccion ductil).
Segun las condiciones del ensayo el material rompe de una u otra forma.

La naturaleza del estado limite del material y las condiciones necesarias para que ese material
pase al limite depende de muchos factores. Es l6gico considerar en calidad de éstos factores a las
tensiones y a las deformaciones, como asi también a la energia potencial de deformacion.

P La idea de las hipotesis de resistencia consiste en que cada una de ellas
_‘{&Ht escoge uno y solo uno de la gran cantidad de factores que influyen en un
‘material ignorando los demas.

La seguridad de cada hipotesis se compruelm experimentalmente, por
ello se emplean los estados biaxiales pues por distintas relaciones de las
tensiones principales se obtienen con facilidad, ensayando tubos de paredes
delgadas sometidos a presion interna y solicitacion axial simultaneas.

A
}/c
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Para materiales isdtropos se obtiene un diagrama de las tensiones limites:
0,1,0,1 5 Los puntos situados en el primer cuadrante del

{:}03 J_/‘\\ ‘ "{:]"Ga diagrama representan la traccion biaxial (o;=0;
o A/ // D o, c,>0; 02>0).
R y Los puntos situados en el segundo y cuarto
Z / %1,0;1 , cuadrante representan la traccion-compresion

. g
_,E'L_]f_ﬂ't i // (0’1 >0, 02“—-0', 6]<0).
e o _[fi‘ Los puntos situados en el tercer cuadrante
o

representan la compresion biaxial (o2 <0; o3 <0;

=2 Li 1=0).

Para el caso del estado tridimensional existen ,
i . g . s = n . A
muchos menos datos experimentales que para los ensayos tridimensionales. Ui a0 50 00+ \

Las hipotesis que expondremos se confirman tanto con ensayos como por hipotesis que
determinan la resistencia del material a la destruccion.

(
i}

Primera hipétesis de resistencia (o de Rankine)

A ésta hipétesis también se la conoce como hipétesis de las tensiones maximas: “el estado
limite del material, en el caso de un estado tensional surge cuando la tension normal maxima
alcanza el valor de la tension limite correspondiente al estado tensional monoaxial™.

Gix lim = Olim

La tension maxima Jimite es el valor limite de la tension normal maxima en el momento del
fallo.
G €5 €l valor limite para la compresion o traccion monoaxial) limite de rotura o resistencia) El

diagrama de las tensiones limites segun ésta hipotesis se representa seglin la siguiente figura:
Los segmentos OA=OF representan las tensiones limites

@ o @ correspondiente a la traccion monoaxial.
1 F 2 Los segmentos OB=0K representan las tensiones limites
correspondientes a la compresion monoaxial.
A 0l,0y1 : e
T 10 En el caso de materiales fragiles, OB>OF.
Dividiendo los miembros de la igualdad por el coeficiente de
4 B 4 seguridad:
() - ey Oumixlim = Oiim Obtenemos una desigualdad:
n n
. Omix < [0]

siendo o el valor real maximo de la tension principal (en valor absoluto), que surge en el punto
peligroso de la pieza y [o] el valor admisible de la tension monoaxial correspondiente a la
traccion o compresion monoaxial. -

Teniendo en cuenta esto podemos enunciar la primera hipotesis:

“La resistencia del material en el caso de un estado tensional compuesto, se garantiza si la
tensién normal maAxima no sobrepasa la tension normal admisible, correspondiente al estado
monoaxial”,,

Esta hipotesis considera solo la influencia de la tension principal maxima (en valor absoluto)
prescindiendo de la influencia de las otras dos tensiones principales sobre la resistencia del
material.

Los materiales plasticos no confirman ésta hipotesis, los ensayos reali zados no establecen el
criterio de surgimiento de la flnencia. Los materiales fragiles confirman ésta hipotesis, los
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ensayos realizados concuerda con la hipétesis en el primero, segundo y cuarto cuadrante. Por lo
que se debera considerar ésta hipotesis solo para el criterio de destruccion fragil.

Segunda hipotesis de resistencia (o de Saint Venant -1632)

A ésta hipdtesis se la conoce también como hipétesis de las deformaciones lineales

maximas. .
.Segun ésta hipotesis, la resistencia del material en el caso de un estado tensional compuesto,

se considera garantizada si la deformacion lineal unitaria méxima no es superior a la deformacion
lineal unitaria admisible para la traccion monoaxial:

Emiax < [C]

Suponiendo que es valida la ley de Hooke para el material, hasta su rotura, podemos pasar de
las deformaciones a las tensiones mediante la ley generalizada de Hooke:

Emix= €1 = 1 [01 - H(o7 +03)]
E

El valor admisible de la deformacion, conocido el valor admisible de la tension es:

[¢1= o]
E

.". 1a condicion anterior se puede expresar de la siguiente forma:

LGE(l =0 - p (02+0;) < [0]

%
G.q es la tension reducida o equivalente.
Esta hipotesis no se confirma con los resultados de los ensayos. Seglin ¢sta hipotesis, la
probeta que esta sometida a traccion en dos direcciones debera resistir mayor tension que cuando
se somete a traccion en una sola direccion.

Tercera hipotesis de resistencia (o0 de Guest-1900)

Conocida también como hipétesis de las tensiones tangenciales maximas.

“,a resistencia del material en el caso de un estado tensional compuesto se considera
garantizada si la tensién tangencial méxima no es superior ala tension tangencial admisible,
establecida sobre la base de los ensayos realizados para un estado tensional monoaxial”:

Tmé.\' < [T]
T. i
- ‘ Se conoce que en el estado biaxial las tensiones
PO, NGNS S e e . " ot
Lit s e tangenciales maximas surgen en la seccion a 45°
I

7 ; LN respecto de la direccion de las tensiones principales,
y son iguales a la semi-diferencia de éstas

%
| e %
/ /’m\ |‘f/f'- ‘\ Tnax — C1-03
4 L% 2
g
| 0y

i Wi
Uz

La tension tangencial admisible [1] para un estado
tensional monoaxial, se relaciona con la tension
normal admisible [c] por la formula [1] = [c]/2
(para 05=0).

Asi pues, la condicion de resistencia segin la tercera hipotesis, a través de las tensiones normales

nos queda:
G0~ E 1]
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Para comparar ésta hipotesis con los resultados de los ensayos, analizamos el paso del
material al estado limite: :
Otim = O lim = 02 lim
Giior €5 la tension limite correspondiente a la solicitacion de traccion o compresion monoaxial.
O1 tim Y C21im SO los valores de las tensiones principales correspondientes al estado limite.

Se comprueba que ésta hipétesis es valida para materiales plasticos y caracteriza la resistencia
de los mismos a las deformaciones plasticas.

En el caso de deslizamiento puro (torsion)

My o= gt oy [(0- 0y + 4 17"

L2

G = +Ixy
O3 = Ty .
Cuando 0, =T y o3 = -1, segun la formula de las tensiones limites:

2Tr:0'|' = .
Tr— Ya Oy

1res el limite de fluencia para deslizamiento puro y oy el limite de fluencia para

o N,

traccion monoaxial. Esta formula no se ajusta con presicién a los ensayos.

Cuarta hipotesis de resistencia (o de Beltrami-1885)

Es la primera hipétesis energética (hipdtesis energética de resistencia).

“La resistencia del material en el caso de un estado tensional compuesto se considera
garantizada si la energia potencial unitaria de deformacién no es superior a la cnergia
potencial unitaria admisible, obtenida de los ensayos con estados tensionales monoaxiales™

u < [u]

La energia unitaria potencial de deformacién »n el caso de un estado tensional de volumen es:
u=_1 [02+ G+ 0632 - 2 u (o) 02 + 0, 63+ Oy 03)] ésta magnitud es siempre positiva

2E

3 En ésta hipétesis se debe considerar siempre que:

[od= [oc]= [0 ]

La energia potencial unitaria admisibie en el caso de un estado tensional monoaxial, cuando
o, = [6], 62 =03=0 nos deja de la formula de energia potencial unitaria que:
[ul = [o?]

2E

igualando ambas expresiones ( [u] = u) nos queda,

Oq=[olftol’+os’-2 p(orotoy o3+ 0y a;)]" < [0]

Para el estado tensional plano:

.ch = [G]z 6 ng -2 LGy .0'2]"‘1 < [G]

Los ensayos demuestran que ésta hipétesis da mejores resultados cuando se considera sélo la
energia relacionada a la variacion de forma (con lo que apareceria la quinta hipotesis de
resistencia).
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Quinta hipdtesis de resistencia (o0 de Huber-Misses-Hencky)
(1904 - 1913 - 1925)

La energia debida a la variacion de forma se expresa por:
u=_1 [(o-02)*+(01-03)+(02-03)7]
12G
para el estado tensional monoaxial (o; = of, 0, = 03 =0) resulta:
u=_1_ 2of=05f (1)
12:G 6G
para el estado biaxial (53=0):
u=_1_[(c1-o+o2+0?]=_1_[01* + 07" - 20,6, + 0 + 6]
12G 12G
u=1[o2+0r-010;] (2)
6G
Igualando (1) y (2):

of =01’ + 6, - 61 02

aplicando el coeficiente de seguridad:

624+ 62-010; <[0]7 = 0= [02+Gs*- 01 03]"

Luego de calcular o, y o; mediante la formula ,, = (0+6,) + ¥ [(Oxt0y)* + 417"

calculamos la tensién equivalente:

L]
Oeq = [Ox* + 6,2 - Ox 0, 312 %< [o]

En el caso particular de una tensién normal monoaxial y una tension tangencial la expresion
tomara la forma:

Ocq = [0:% +3747 1%5 [o]

Para deslizamiento puro se tiene que:
3P =of =

1 = 0,58 o

resultado que se aproxima con mucha exactitud al experimental.
Esta hipétesis es satisfactoria para materiales ductiles, como hipotesis de plasticidad y como
hipétesis de resistencia, pero no satisface a los materiales fragiles.

Sexta hipdtesis de resistencia (o de Coulomb-Mohr)

Enunciada por Coulomb en 1775: © =1, + o tg ¢.
Mohr la publica en 1882 estudiando particularmente cuando los materiales tienen distintas
resistencias a traccion y compresion.

Constituye una generalizacién de la tercera hipotesis y permite considerar la diferencia de la
resistencia de los materiales a traccion y compresion.

La condicion de resistencia se escribe: :

O¢q =01 -Y O3 = [G]

y =lad
[oc]

cuando y = | (materiales ductiles), ésta hiptesis de Mohr coincide con la tercer hipétesis (de
Guest).



-51-

Tt acero dictil
400r fundiciones
o’
—— 41200

Ensayo a rotura o 0
traccidny comp. —_1
Fundiciodn

Coef.de seqg.=3 [ [Ut]

Del examen de la semejanza de triangulos 0,0,A y 0,0;B hallamos la condicion de
resistencia:
oi-[o] o3 <[o]
[oc]

Séptima hipdtesis de resistencia (Balandin)

Constituye una generalizacion de la cuarta hipétesis y permite considerar la resistencia de los
materiales a traccion y compresion.
La condicion de resistencia se escribe:

O = 1-7 (01 + 05 + 73) + 1 {[(1-7)* (&) toy+03)"]+ dy[oy? +6,° +o37 - (00 .0y t0r .O3t0; oy}

2 2
Para el estado tensional biaxial (5;=0):

Geg = 1=7 (01 + 63) + 1 {[(1-)? (01 021+ dy[os® 022 - (o1 o))} ™
2 2

En el caso de materiales de igual resistencia a traccion y compresion y =1 por lo que ésta
hipdtesis coincide con la quinta hipotesis.

Ejemplo 1 (material ductil)
oy=-800 Kg/em?; o, = 2000 Kg/em?; 1,, = 800 Kg/cm?

o;=2212 Kg/em? o3 =-1012 Kg/cm?
or= 4200 Kg/cm?*
o, = 5000 Kg/cm?
[c] = 4200 = 2400 Kg/cm?
1,75
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3™ 0 5" hipétesis:

Ceq = 01 - C;3 < [0]

Oeq = 2212 - (-1012) = 3224 > [o] = No verifica

O = [017407%- 0, 53] < [o]

e = [2212%+10122:2212 . 1012]" = 2855 > [6] = No verifica.

Ejemplo 2 (material fragil)
o,=-800 Kg/em?;, o, = 400 Kg/em?; 1,, = -300 Kg/em?
o, =471 Kg/em* o3 =-8371 Kg/em?
[o.] = 1000 Kg/cm?
o] =500 Kg/cm?
1" Hipotesis
o, <[o] > 471<500 = Verifica
o;<[o,] —» 871<1000 = Verifica

6" Hipdtesis
Geq=01-7.03<[0] = 471-500 (-871) =906 > [6] = No verifica 6" hipotesis
1000

Hipdtesis de Balandin
Ceq = 1= (O1+ 03 ) + 1 {[(1-7)? (01 +G3)*]+ 4y[o* +03%- (o) 03]} *
2 2
Geq = 1-0.5 (471 - 871) + 1 {[(1-0,5)? (471- 871)2]+ 4.0,5[471% +871%- 471.(-871)]}"*
2 2 -
Cq=740>[0)] = ]}jo verifica hipotesis de Balandin.

Ejemplo 3

o= 80 MN/m? o= -20 MN/m?, ,= 40 MN/m?
1y, = 0; 1 = 30 MN/m?; 1, = -20 MN/m?

c; =78 MN/m* o, =23 MN/m? ;= -8,6 MN/m?
[c] = 120 MN/m?

3™ hipotesis:

ch =01 -0G3 = [0]

Geq = 18 - (-8,6) = 86,6 < [c] = Verifica

5" hipétesis:

Oeq = [0'12 + 622 + 0'32 = (G| 02+ 0,03t 0y .63)]% - [G]
Oy = [6084 + 529 + 74 - (-671 + 1794 - 198)]" = 76 MN/m? < [o] => Verifica.

Cilculo de recipientes de paredes delgadas
- Ecuacion de Laplace

Con frecuencia se utilizan recipientes cuyas paredes resisten la presion de los liquidos, gases y
materiales movedizos (calderas de vapor, depdsitos, cdmaras de trabajo de motores, cisternas,
etc.) ‘

Si los recipientes tiene forma de cuerpo de revolucion y si el espesor de las paredes es
insignificante con relacion al radio de revolucion, se puede considerar, sin cometer un gran error,
que en las paredes solo aparecen tensiones normales.

Esas tensiones normales se distribuyen uniformemente dentro del espesor de la pared. Las
experiencias nos dan calculos para espesores que no superan la décima parte aproximadamente
del radio de curvatura minimo de la pared:

6=p
10
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Analicemos un elemento de dimensiones dl; dl,, de espesor de pared 8, de radios de curvatura
p1y pa. Sobre el elemento actua la presién interior p perpendicular a la superficie. Sustituimos la
interaccion entre el elemento y el resto del recipiente por las fuerzas interiores, cuyas intensidades
son G y G,. Puesto que el espesor de las paredes es pequefio, se puede considerar que las
tensiones se distribuyen uniformemente en el espesor de la pared.

Planteamos la ecuacion de equilibrio del elemento, proyectando las fuerzas sobre la direccion
M-M normal a la superficie: p.dl, .dl, es la proyeccién de la carga, o, sen d;/2 es la proyeccion
de la tensién o; que actuando sobre la cara 1-4 y 2-3 es: 20, 8 dl; sen depy /2.

o, sen do, es la proyeccion de la tensién o que actuando sobre las caras 1-2 y 3-4 es:
20, & dl; sen do, /2. De esto resulta: :
p.dl; dl; - 20, 8 dl; sen dep; /2 - 20, § dly sen dp, /2=0
Puesto que las dimensiones del elemento son pequefias podemos considerar que:
sen dp; =dg; ysendp =dg
2 2 2 2
con lo cual la ecuacién nos queda:

p.dl; dly - 5, 8 dly gy - o, 8 dly dpy =0
advertimos que:

d(p| = dl] / Py d(PZ = dlz / P2

reemplazando:
pdll d[z -0y ) dlz dl:/p] -0y ) d11 d]zf’[.)g =0

simplificando:

o to:=p

Ecuacion de Laplace
pi P2 8

Ejemplo 1:
1) Determinar el espesor de la pared de un recipiente esférico en cuyo interior se encuentra un
fluido a 20 atm de presion y cuyo diametro es de 30 m, suponiendo que [o.]= 1400 Kg/cm®.

p1=p2=p=15m

A=
. O, =0, =0
e o1+o;,=p =26=p »c=pp=s|o]
m
prp2 O p & 28

Geq = (012 + 6 - 6,0;)" < [o]
=8> p p=20.1500=10,7cm
2[c] 2. 1400
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Ejemplo 2:
Determinar el espesor de la pared de un cilindro que esté sometido a una presién interior de 10
atm y cuyo diametro es de 80 cm.

e = p1=R=40cm
I ; P2 =00
s /
S — — — — — — —,
g +to;=p = o1=pR
R o § 5
Para conocer o, seccionamos el recipiente con un plano normal al eje y analizamos la condicion
de equilibrio.

Proyectamos sobre el gje del recipiente todas las fuerzas que actiian en esa direccion:

-P+0,27R6=0 » P=p;n R2
6, >-pinR*+;2nR8=0

c;=p; R (la mitad de o))

26
O = (012 + 0% - 0,0, )"fI <[o]
Ceq=(1+1/4-1/2)* 1= (%) 51=0,816 5, =0,816 p; R/5 < [o]
= 6=20,816pR=0,816.10.40=0,23 cm
[o] 1400

Concentracion de tensiones

La distribucion uniforme de la tension en la seccion transversal de una barra traccionada o
comprimida tiene lugar sélo a cierta distancia del punto de aplicacion de la fuerza (de acuerdo al
priticipio de Saint Venant) si al mismo tiempo la seccion no varia a lo largo de la barra o varia
muy suavemente. Si la seccion varia abruptamente, en esos lugares la distribucion de las
tensiones ya no es uniforme.

Este fenomeno consiste en un aumento brusco de las tensiones en donde la forma geométrica
cambia stbitamente y se lo denomina “concentracién de tensiones”.

La determinacién de la tension en esa seccion se realiza por métodos experimentales o por la
teoria de la elasticidad

| e P G ¢ TII1I‘

Tmax™ 30 H Gﬂma e
Tt ISR
F F

En ambos casos la tension maxima en los bordes de los agujeros es 2 y 3 veces la tension
nominal. !

La razén de la mayor tension sobre la tension nominal se denomina Coeficiente Tedrico de
Concentraciéon de Tensidn:

Og = Cnix/ ©

La tension nominal se calcula como o = P/F siendo F el area de la seccion debilitada: el
coeficiente tedrico de concentracion de tension se obtiene suponiendo que el material sigue la ley
de Hooke al deformarse.



-55-

En muchos casos éste coeficiente nos da una idea correcta de la influencia de la concentracion
de tensiones sobre la resistencia de la pieza. Los ensayos demuestran en la mayoria de los
materiales, que la disminucién de la resistencia como consecuencia de la concentracion resulta
menor que '/ Esta reduccion se establece experimentalmente como la razén del limite de rotura
(o) de la pieza con una concentracion determinada:

ke=0,/ O

se lo conoce como “Coeficiente efectivo de concentracién de tensiones”.

En el caso de materiales plasticos con carga estatica, el coeficiente es practicamente k=1,
luego cuando se trata de éste tipo de cargas, la concentracién debera considerarse solo en el caso
e materiales fragiles o de poca plasticidad.

Cuando las cargas son alternadas, la concentracion se tiene en cuenta en todos los materiales.

Tensiones de contacto

Las tensiones locales grandes aparecen también en los lugares de transmision de la presion de
un cuerpo a otro. Estas tensiones se denominan “Tensiones de Contacto” o “Tensiones de
Aplastamiento”.

Si antes de entrar en contacto los cuerpos tenian superficies planas,
entonces se puede considerar que la distribucion de las tensiones en el plano
de contacto es uniforme y se pueden calcular como:

Capl = P/F
Pero si las superficies fuera curvilineas (en los cojinetes por ejemplo) se
necesita recurrir a métodos de la teoria de la elasticidad.

Este problema se puede resolver basandose en las siguientes Suposiciones:

1.- los materiales de los cuerpos en contacto se sujetan a la ley dé Hooke

2 - las dimensiones lineales del area en contacto son pequefias en comparacion con los radios de
curvatura de las superficies en contacto

3 - las fuerzas de compresion son normales al area de contacto

4 - en la superficie de contacto solo surgen tensiones normales.

Los ensayos demuestran que se pueden obtener

™ Oz valores de tension de contacto muy altos.
0= _E 15 Estas tensiones disminuyen rapidamente al alejarse
F #—=% el area de contacto; el material contiguo a ésta zona
-L N H esta sometido a tension triaxial y no monoaxial.
oy Este problema aparece en la presion entre la
T superficie de un remache y la superficie cilindrica del

agujero.

Se resuelve por métodos practicos. Las tensiones de aplastamiento son de dos a dos y medio
veces mayores que las admisibles a traccion o compresion.
Acero moldeado [o,,] = 8500 - 10000 Kg/cm?
Acero forjado [o] = 9500 - 12000 Kg/cm?
Acero especial para rodillos [o,,] = 23000 - 25000 Kg/em?




Ejemplo

Determinar el diametro del cilindro para el apoyo de encuentro de la figura, suponiendo que por
el mismo se descairguen 200 t.

FEEE L

[Gap]= 23.000 Kg/em? E = 2,1x10° Kg/em?
[Fraoe j long, cilindro 1 = 50 cm

Tension maxima o = 0,418 (PE /IR)"” = 23000 Kg/cm?
PE=1,67x10" =R=_PE = 42x10"
1.1,67x10"

IR

Paral=25cm,

R=56cm

Forma de los cuerpos en contacto S“ﬁci::;i’lie.lﬁpu Tensién méxima
Dimensiones de los
Esquema de contacto | 0006 en contacto A B Omadx
Dos esferas de R,+R, R,+R. T TR T}
radios R, ¥R, 3 lRl R, 2 lRl R, 0,388 1 PE %__—%%
1 2
Esfera de radio R, R.- _ —
v esfera circular —;ﬁﬁ% I}R 1 0,388 ? PE® (R, “R:)
de radio R, AeE 1 N (R, R,)
Esfera de radio R -
v plano (R, =co) 5% 35 0,328 1 I PRE=

Esfera de radio R,
v cilindro de
radio R,

(R, >R,

o »| PE*
Ry

Esfera de radio R,
y canaldn cilindrico

radio R, (R, >R;)

, [PEF (Re=R,N°
(R,R,)

Bolilla de radio R,
v canalén curvo de
radios R,y R,
(Cojinete esférico)

(R: >Ry)

a , | PE'(R,—R)*
(R,R,)

Cojinete de rodillos
de radios R, ¥ R,

v canalén cutrvo de
radios R, v R,

a 5| PE*(R,—R,)*
(R.R,)

Dos cilindros
cruzados de radios
Rl ¥ Rt (R1 >Rl)

o]
2

s bl R
: R

Dos cilindros con
ejes paralelos de
radios R, v Ry

o1 | o - DR
’ t R,R.

Cilindro de radio R
y plano (R;=00)

%
2R

0,418 R
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UNIDAD III - Torsién

Construccion de los diagramas de momento torsor

Una barra esta sometida a torsion, si en sus secciones transversales surgen momentos que se
encuentran en el plano de la seccion. Estos momentos aparecen cuando hay poleas y engranajes.
También se producen cuando una carga se aplica con cierto desorden (excentricidad) respecto del
eje de la barra, pero también aparecen simultaneamente otros esfuerzos como ser corte, flexion,
etc.

Iﬁt_ =Pat

Analizaremos el calculo por torsion para cargas estaticas. Los momentos torsores tanto
exteriores como interiores los representaremos por una linea con dos circulos. En uno ira un
punto, que es el comienzo de la flecha (hacia el lector) y en el otro ira una cruz, final de la flecha
(desde el lector). i :

4 a @ Para calcular el momento torsor My, que surge debido a un momento torsor
/ exterior o por una carga transversal, empleamos el método de las secciones.

Trazamos mentalmente una seccion por a-a, separamos una de las partes y
analizamos el equilibrio de la otra. La interaccion entre las partes la
sustituimos por un momento torsor M,,, que equilibra al momento exterior M.
Este equilibrio nos permite asegurar que M, = M.

Si existen varios momentos exteriores actuando sobre la seccion diremos:
“El momento torsor en la seccion es numéricamente igual a la suma algebraica
de los momentos torsores exteriores que actuan sobre la otra parte dela
seccion”.

Para ilustrar la distribuciéon y magnitud de los momentos torsores a lo largo de la barra, se
construye el diagrama de los momentos torsores. Su construccion es analoga a la de los graficos
de las fuerzas axiales.

Para los signos, admitiremos que el momento torsor es positivo cuando el momento exterior
hace girar la parte separada en sentido antihorario, si se observa ésta parte desde la seccion de la
separacion:

(=) ™
® @

@
Wigr

® a ® @ a ®
) a & © a ®
Llygr = Mior < 0
? HIE




Ejemplo: construir el grafico de los momentos torsores de la barra de la figura.

o —T<

Ot

G‘EK

¢ | T A m/\r\ ETm ) o
. ”mlIlIH@HHHHK/ Lin

(:'4:') 2Tm

Sea una barra C-D apoyada en A y B , con momentos exteriores aplicados en E, K y L.
Trazamos las secciones a-a, b-b, c-c y analizamos el equilibrio de la parte separada derecha; en el
tramo D-L, donde aparece la seccion a-a, el momento torsor es igual a cero; en el tramo L-K,
donde aparece la seccion b-b, el momento torsor es igual a 2 tm; en el tramo K-E, donde aparece
la seccion c-c, el momen:to torsor es igual a -1 tm, en el tramo E-C el momento torsor se cierra
con el ultimo momento y queda en cero.

Si existiera alguna carga transversal, se calculara previamente el momento torsor exterior
— debido a la fuerza y se incluyen en el grafico.

Calculo de las tensiones en las barras de seccion circular

Los momentos torsores no son mas que esfuerzos resultantes interiores. En realidad en la
seccion transversal de una barra torsionada actian fuerzas tangenciales, distribuidas de una
manera continua.

@® Mt

St a la barra de la figura le trazamos una red compuesta por rectangulos, entonces despues de
ocurrir la deformacidn se observa lo siguiente: '
1.- La red rectangular se transforma en una red compuesta por paralelogramos, esto mdica que en

< las secciones transversales de la barra existen tensiones tangenciales, y por la ley de reciprocidad

de Cauchy aparecen también en las secciones longitudinales.
2.- Las distancias entre las circunferencias, por ejemplo entre la [ y la II, no varian. Tampoco
varia la longjtud de la barra ni su diametro. Esto demuestra la ausencia de tensiones normales en
las secciones transversales y longitudinales de la barra.

Por esto, durante la torsion, en las secciones transversales y longitudinales solo actuan
tensiones tangenciales, lo que nos permite decir que el estado tensional de los puntos de [a barra
torsionada es deslizamiento puro. ‘




-50.

3.- El diametro AB de la seccion extrema girara cierto angulo ¢ respecto de su posicion inicial,
permaneciendo recto. El punto exterior se desplaza por el arco de circunferencia AA’ y el punto
C por el arco menor CC’.
Analicemos la deformacion del sector que se encuentra en las secciones I y II:
El angulo de distorsion del rectangulo que se
encuentra sobre la superficie de la barra es igual al
cociente del segmento NN’ y la longitud del
Mior elemento diferencial dz:
Y = NN’ = NN’ = y,.dz = NN’ =R.dg.
dz
= Ymx=Rdop
dz
Consideramos un punto C a una distancia radial p.

El angulo de distorsion correspondiente es:

y=pde
dz
Segun al ley de Hooke para el deslizamiento es T =G ¥, reemplazando:
» . 1=Gpde -
dz

Como vemos, en la torsion, la deformacion por deslizamiento y las tensiones tangenciales son
proporcionales a la distancia al centro de gravedad.

El grafico de las tensiones tangenciales es el visto anteriormente, siendo nulo en el centro de
gravedad y maximo en la superficie de la barra.

Analizamos la magnitud de esta tension mediante la condicion de equilibrio.

Seccionamos la barra y consideramos el equilibrio de la parte

derecha. La suma de los momentos, respecto del eje de la barra, que
My actua en la parte separada es nula:

EMy=0 = M= -[itpdF =0

el término integral es el momento torsor en la seccion considerada.

Introduciendo el valor conocido de 1

M -Gdp Jap?dF=0
dz

pero como esta integral es el momento de inercia polar:

dp= M,
dz GJ,

reemplazando este valor en la formula de  nos queda:

T :Mx_g
I,

Cuando actuan varios momentos exteriores, se considera la suma de los momentos que actian
en la seccion y éstos deben ser igual al momento torsor interior My,,.
Luego el valor de la tension tangencial en funcion de la torsion queda: © =M, p/J,.
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De ésta formula se deduce que la tensiones tangenciales a distancias equidistantes al centro de
gravedad son iguales.

La tensiones maximas situadas en los puntos extremos seran

Tmx™ Mlm B & Mtor
‘II’ WP

siendo W, el mddulo resistente a la torsion de la seccion. En el caso de una seccion maciza:

= Wp=1D"{-C") = g3p3(j-c4

La condicion de resistencia estatica de una barra sometida a torsion se escribe
» T = Mlor fr Wp < [T ]

Cuando se trata de cargas estaticas [t ] =(0,5 - 0,6) [o,].

Ademas de la resistencia, ésta formula nos permite conocer el diametro de la barra o ¢l
momento torsor admisible, cuando son conocidas las otras magnitudes. Entonces podemos
conocer el diametro partiendo de la condicion de resistencia.

Mas<[t] = W, 2 Mo » W, =02d = 02d2Ma/[t] = d=(M4/0,2 [1])"
W, [t]
s T M |

El momento torsor admisible, partiendo de 1a misma formula, es:

M = W, [7]

Como se demuestra con el teorema de Cauchy, existen tensiones en la seccién transversal y en

la seccion longitudinal:
Trowm

\

pN

Como es sabido, la tensiones tangenciales maximas se producen a 45° de las tensiones
normales maximas, por lo tanto se representan éstas segn la figura. Su magnitud es
C1T=Omx =T é: G3 = Omin = -T
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Los ensayos demuestran que los materiales fragiles se destruyen, durante la torsion, por un
plano inclinado (superficie helicoidal) a 45° respecto del eje.

En la torsion, en todos los puntos de la barra, excepto los ubicados en el eje, aparece el estado
de tension biaxial de deslizamiento puro. Este estado no es homogéneo en una barra maciza, en el
exterior es maximo y disminuye hacia el centro de gravedad. El estado se puede considerar
homogéneo en el caso de una seccion anular.
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El limite de fluencia por deslizamiento 1 se estudia en barras de seccion anular (tubos de
paredes delgadas).

Deformaciones y desplazamientos que acompaiian Ia torsion
. de barras de seccion circular

Para calcular las deformaciones que acompaiian a la torsion de una barra, analizamos la
ecuacion de t:

ydz=pdp = y=do p

dz
1=Gy = 1=Gdp p
dz
Ma=/pt1dF = Mu=/pGdppdF = M,=Gdg |p2dF
dz dz
= Mo=GJ,dp = dp= My (1) = dp=Mgdz
dz dz GJ, G J,

El angulo de torsion ¢ corresponde a la longitud z medida desde el empotramiento; integrando
ésta ultima ecuacion: |

for
o GJ,

Si el momento torsor y la rigidez de la seccion a torsion son constantes en todo el intervalo de
integracion queda:

2 M, dz
o= |

(P = Mlm_z
GJ,
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Vemos que a medida que nos alejamos de empotramiento, el angulo de torsion aumenta
linealmente. El angulo de torsion maximo se produce en el extremo de la barra (z=1)
Pax = Mior 1
L€ 88
El angulo de torsion correspondiente a la unidad de longitud, llamado Angulo de Torsién
Unitario, es igual a:

GZEQ:MW
L. G,

La condicion de rigidez de una barra, es que el angulo de torsion unitario maximo no supere el

angulo de torsion admisible
6 =M< [0]
GI,

Esto es aplicado a arboles; en la mayoria de los casos la magnitud del angulo de torsion
unitario admisible se da en grados por metro de longitud.
B = 180° My, 100<[0 ]

.Gl
En la construccion de maquinas se recomienda que [0 ] sea igual a 0,5° por metro de longitud.

Energia potencial de torsion

Durante la torsion, los momentos exteriores realizan un trabajo, como consecuencia del giro
de las secciones a las que estan aplicadas.

Este trabajo se gasta en crear una reserva de energia potencial de la deformacion, que
numéricamente es igﬁal al trabajo de las fuerzas interiores.

Se demuestra analogamente al caso de traccion, que el trabajo de un momento torsor exterior
aplicado estaticamente es igual a la mitad del producto del valor definitivo del momento por el
angulo de torsién definitivo:

A=A M ¢

El trabajo de las fuerzas interiores que es de signo contrario, y la energia potencial de torsion,
se calculan como en el caso de traccion:
dU = -% M,,, dop
Teniendo en cuenta la ecuacion (1):

dp=Mydz = dU=-%M,?dz
GJ, GJ,

El trabajo completo de la fuerzas interiores surge integrando la expresion del trabajo elemental

en toda la longitud |

=- Vs [ M2 dz
G,

La energia potencial surge como la magnitud del trabajo de las fuerzas interiores pero de

signo contrario

Ep=-U= %[ M, dz
GJ,

Si el momento torsor y la rigidez no varian a lo largo del eje nos queda

Epﬂl = l/?- Mlu_&_l
GJ,

similar a la expresion de traccion (E, = %2 N21/E A).
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Resultados principales de la torsién de barras de seccion
no circular

En las barras de seccion no circular, las secciones no permanecen planas sino que se curvan.

- It
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Si el alabeo no es restringido, entonces en las secciones transversales no aparecen tensiones
normales. Esta torsion se denomina Torsién Pura o Libre.
Este estado solo es posible si el momento torsor y la seccion son constantes y los extremos de

la barra no estan empotrados.
El calculo de las tensiones tangenciales se obtiene por lo métodos de la teoria de la elasticidad.

Para el caso de barras de seccion rectangular a > b, las tensiones tangenciales maximas surgen en
los puntos 1 y 2, en el centro o coincidentemente con el centro del lado mayor y son iguales a
T — Migg
aab?

El angulo de torsion es
A= Ml = M 1
GBab Gl

Las magnitudes Wi, y Jior sON caracteristicas geométricas de la resistencia y la rigidez a la

torsion respectivamente, de una barra rectangular.
Los coeficientes o y p dependen de la relacion entre los lados, 'y sus valores se consignan en la

siguiente tabla:
a/b 1 2 3 4 5 10 20 s}

sl @2l 025 027 G28 jo25 031 032 (033

)

b | 014 023 026 028 :029 031 032 033

Como podemos ver, para relaciones alb>10esa=p=033=1/3

Como se aprecia en la figura, la distribucion de las tensiones tangenciales en el perimetro, a lo
largo de un eje y en las diagonales, son de distinto valor y en particular en los vértices T=0.

Para perfiles compuestos con relacion de lados a/b > 10 la caracteristica geométrica se puede
calcular como ‘

Ju=1nZab’
3

siendo 1 un coeficiente de forma, a el lado mayor y b el menor

Tipo de seccion n
Angular 1,00 a
Doble T 1,20
1 1,15 Ib
Canal U 1,12 e e
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La tension tangencial maxima tiene lugar, en el rectangulo, en el lado mayor su valor es:

Tm = M! uj..b_l_'lpl
J tor

siendo by €l valor maximo del lado menor del rectangulo.
El angulo de torsién se determina por la formula:

P =M1
G Jlm‘

Para perfiles laminados, el valor de J se obtiene por tablas, pero como a igual superficie el
momento torsor es muy pequefio en relacion a barras circulares macizas o anulares, no se
recomienda su uso en torsion.

Cuando la torsion es restringida, no se puede extender el uso de éstas formulas.

Para perfiles laminados, el valor de J, se obtiene por tablas, pero como a igual superficie el
momento torsor es muy pequeiio en refacion a barras circulares macizas o anulares, no se
recomienda su uso en torsion.

Torsién de barras de paredes delgadas de seccién cerrada

Sea una barra de espesor & suavemente variable a lo largo de la linea de contorno, pudiéndose
prescindir de la concentracion de tensiones, y admitimos una distribucion uniforme de las
tensiones tangenciales en el espesor de la pared.

»

Admitimos que el producto de la tension tangencial por el espesor de la pared es constante en
todo el desarrollo de la seccion y vale

c=10

Analizando la figura, la magnitud de la tension tangencial que produce el momento torsor la
obtenemos considerando el equilibrio de una pared de la barra.

La fuerza que actia sobre el area elemental 8ds es dF= t8ds , mientras que el momento torsor
debido a esa fuerza, respecto de un punto arbitrario O, ubicado en el plano de la seccion es:

dM,, = dF p =18ds p
Para que la parte considerada esté en equilibrio, la suma de los momentos torsores debe ser cero:
M- t5pds=0

(integrado a lo largo del contomo S)
El producto p ds es igual al doble del area del triangulo aOb

pds=2dow
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reemplazando:
M- J, 8 2do =0

como dijimos, el producto T & es constante en todo el contomno, quedando la expresion:
M, --218[do=0

siendo ésta intezral el 4rea de la seccion maciza, limitado por la linea media de la pared; en
definitiva:
M, - 21w =0

Cuando actiian varios momentos exteriores se debe considerar la suma de los momentos
exteriores que actiian sobre la parte separada, de valor igual al momento torsor interior.
Despejando de la ecuacion anterior obtenemos el valor de la tension tangencial:

T= M
= 280

8 La tension tangencial maxima surge en el punto donde & es minimo:

tlni'( a Mlg!
2m6|1|fﬂ

Angulo de torsion

El angulo de torsidn ¢ de una barra de longitud 1 se calcula por la condicion de que el trabajo
del momento torsor exterior es igual al de las fuerzas interiores:
A = 1/2 Ml P
“La energia potencial de la deformacion es numéricamente igual al trabajo de las fuerzas
interiores”. .
La energia potencial unitaria en funcion de las tensiones tangenciales se obtiene por:
u=%1*

G

La energia potencial correspondiente a un elemento de volumen & 1 ds es:

dEp =120 1 ds
2G
La energia potencial total para toda la barra sera:
Ept =1 Jot2 8 ds
2G

. reemplazando © = My, / 26

Epnt = l J-s Mtgtf & ds

2G 6*4o?

sacando las constantes fuera de la integral:
Epm o= M;grz_l_ -{s d§
3Gw? )

y teniendo en cuenta la formula del trabajo de las fuerzas exteriores, que es numéricamente igual
a la energia potencial, calculamos el angulo de torsion

(p = MLO!_L J’s QS,
4Go® b
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Formas convenientes de Ias secciones en la torsién

Si poseemos dos barras de secciones con un mismo momento polar de inercia (de la misma
caracteristica Wy,;) y con igual momento torsor admisible, sera mas conveniente emplear la que

tenga menor seccion.
Puesto que la relacion W, / F (cm*/cm?) es una magnitud dimensional, nos resulta incémocdo
para la comparacion, por lo que emplearsmos la magnitud adimensional

Wyor = w:m
F_af'z
que llamaremos Médulo Unitario de la seccion a la torsion y que se obtiene de la siguiente tabla:

Tipo de seccion Wior ®
Canal 0,04 - 0,05 {0,010 -0,015
Doble T 0,05-0,07 {0,009 - 0,015
Rectangular a/b=10 0,10 0,031
Rectangular a/b=2 0,18 0,115
Cuadrada 0,21 0,14
Circular maciza 0,28 0,16
Anillo Circular d/D=0,5 0,37 0,264
Anillo Circular d/D=0,8 1,16 1,52

Como se aprecia en la tabla, las secciones menos convenientes son la canal y doble T y la mas
conveniente es la anular.

Comparemos el peso de una barra de seccion tubular (P,) con el de una barra de seccion
maciza (P, para distintos valores de la relacion ¢ = d/D, partiendo de la condicion de igual
resistencia, Para ello igualamos los modulos W;, de cada una:

Wym = 2 d’ = £ D? (1) = Wy,
16 16
despejando tenemos la relacion de diametros, para obtener igual resistencia:
D=_dn _
(1_C4JII:;
La relacion de areas (y peso) sera:
P, =n/4 (D> d») =D (1-¢?)
P.“ 7'["‘4 dmz dn:2

Introduciendo el valor calculado de D:

dm_z__ (1' Cz) = 1' Cz
( ] _C’l)lﬂ dm2 (1 - Cd)lﬂ

La relacion de pesos la tabulamos en funcion de c,

c 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
P/Pm| 1 099 096 092 085 079 070 061 051 0,39

De ésta tabla se observa que los tubos de paredes delgadas nos dan la mayor economia.
Cuando se considera Ia condicion de rigidez como criterio de analisis, empleamos una
magnitud adimensional que es:
jtm’ = lim
FI
que se conoce como Momento Unitario Polar de inercia, que esta tabulado.
Aqui también se aprecia que las secciones anulares de paredes delgadas son mas ventajosas.




267

UNIDAD IV - Flexion

Nociones generales sobre la tension en flexion

Muy a menudo la barra se somete a la accion de una carga transversal o pares exteriores cuyo
plano de accion pasa por el eje de la barra,
Pl g

en la seccion aparecen momentos flectores, es decir, momentos interiores que acttian en un plano
perpendicular al de la seccion transversal de la barra:
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Por accion de éste tipo de cargas, el eje de la barra se curva. El tipo indicado de solicitacion se
denomina “Flexién™. La barras que trabajan principalmente a flexion se denominan comunmente
vigas. La flexion se denomina pura si el momento flector es la tinica fuerza interior en la seccion.

Con mayor frecuencia, en las secciones de las barras aparece el esfuerzo de corte
simultaneamente con el momento flector. A ésa solicitacion la [lamamos Flexion Transversal.

Cuando el plano de accién de la flexion pasa por uno de los planos principales de inercia de la
seccion, se lo denomina Flexion Plana; caso contrario se lo denomina Flexion Desviada.

En la flexion plana el eje de la barra permanece (incluso después de la deformacion), en el
plano de accion de las fuerzas exteriores o de solicitacion.

En la flexion desviada el plano ce la deformacion no coincide con el de la solicitacion,

En la flexion plana de barras de paredes delgadas, cuando el plano de las fuerzas coincide con
un plano principal de inercia pero no con un plano de simetria de la seccion transversal de la
barra, aparecen deformaciones por torsion,

La flexion desviada pertenece a la resistencia compuesta de barras.

Py
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Tipos de apovos en las vigas

Los apoyos de las vigas que se consideran como sistemas planos son de tres tipos:
1) Apoyo articulade mowil

2) Apoyo articulado fijo

3) Empotramiento

Calculo de las fuerzas interiores en la flexion

Como se observo anteriormente en la flexion plana, en las secciones transversales de la viga
aparecen dos esfuerzos interiores que son el momento flector M; y el esfuerzo de corte Q.

“La fuerza cortante Q en la seccion transversal de la viga es numericamente igual a la suma
algebraica de las proyecciones, sobre el plano de la seccion, de todas la fuerzas exteriores que
actuan a un lado de la seccion™

“El momento flector en la seccion transversal de la viga es numericamente igual a la suma
algebraica de los momentos (respecto al centro de gravedad de la seccidon) de las fuerzas
exteriores que actuan a un lado de la seccion dada”.

Convencion sobre los signos de los momentos flectores

* ‘s . . o .

La fuerza cortante en una seccion de la viga, por ejemplo la seccién N-N, se considera
positiva si la resultante de las fuerzas exteriores a la izquierda de la seccion, esta dirigida hacia
arriba y de las fuerzas a la derecha hacia abajo,

N Q>0
|
I
¥ :
Fi ]

-3

[
N

en caso contrario la fuerza cortante se considera negativa.

I Q<0
]

|

Fi [ R

|
I

El momento flector en la seccion de la viga, por ejemplo en la seccion N-N, se considera
g4, por ejemp 5

positivo si el momento resultante de las fuerzas exteriores a la izquierda de la seccidn, esta

orientado en sentido horario y el de las fuerzas a la derecha en sentido antihorario,

) =0
Tl t'.‘ . M r-‘-\.I-JI £
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en caso contrario, el momento resulta negativo

M<0O
I
e e
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Relaciones entre el momento flector, la fuerza cortante
v la intensidad de la carga distribuida

Veamos una viga solicitada por una carga arbitraria y calculemos las fuerza cortante en una

seccion ubicada a una distancia z de del apoyo izquierdo
oy

e
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e
i,

b,

1 440

TF,=0 = Q-q,dz-Q-dQ=0

qizy = -dQ
dz

ITMA=0=> M+Qdz-q,dzdz-M-dM=0 (se desprecia el término q,, dz? )
2 2

Q=dM

—
Oy = d_zj_\j
dz?

Determinacion de las tensiones normales

Para el estudio de las tensiones normales, definimos tres hipotesis:
1*) El material es isotropo y homogéneo, podemos aplicar Ia ley de Hooke
2") Los desplazamientos son infinitésimos por lo que los puntos de aplicacion de la carga no

cambian. :
3") Por la ley de Bernoulli o de las secciones planas, en la flexion plana pura, en las secciones

transversales de las vigas, surgen solo momentos flectores, que actuan en el plano que pasa por
uno de los ejes principales de inercia de las seccion transversal.

Si una viga sobre cuya superficie se ha marcado una red, se somete a flexion plana pura,

podemos observar lo siguiente:




1
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1) Las lineas 1-1y 2-2, de la superficie de la viga, giran cierto angulo d¢. Supondremos que las
secciones transversales de la viga, que eran planas antes de ocurrir la deformacion, permanecen
planas luego de la deformacion. Los ensayos confirman ésta suposicion.
2) La fibra a-b situada en la parte convexa de la viga se alarga, lo que certifica que éstas fibras se
traccionan; mientras que la fibra e-f se acorta, lo que demuestra su compresion.

La longitud de la fibra c-d no se altera y por lo tanto no sufre ni traccion ni compresion. La
capa de la viga (al nivel de la fibra c-d) que no sufre ni traccion ni compresion se denomina Capa

Neutra.
FPlano e
* qe
Solicitacidn—" —=

0o plano n=sutro

Eje de solicitacidn

La linea por la que se corta el plano de solicitacion con el plano de la seccion transversal de la

viga, se denomina Linea o Eje de Solicitacion.
Demostraremos que las deformaciones varian linealmente segun la altura de la seccion de la

viga.
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Como resultado del giro de las secciones la variacion de la curvatura de la capa neutra sera,

1=do
p dz

El segmento arbitrario ab = dz recibira un incremento a’b’- ab. Como las secciones permanecen
planas,
ab-ab=(p+y)dp-pdp=ydyp

siendo y la distancia desde el segmento ab analizado hasta la capa neutra. El alargamiento
unitario de la capa ab sera
e=vydp, reemplazando

dz * Rl
p

Agreguemos otra hipotesis, supongamos que las fibras de la viga no permanecen una sobre
otra, es decir que la tension en direccion perpendicular al eje de la viga es cero. Asi pues cada
fibra esta sometida a traccion o compresion monoaxial.

Esto se confirma con los ensayos, y aplicando la ley de Hooke para éste caso monoaxial
decimos que

c=Ey
p

Diremos que las tensiones normales varian segun la altura de la seccion transversal,
proporcionalmente a la distancia del eje neutro. Luego las tensiones maximas tendran lugar en los
bordes superior e inferior de la seccion

Analicemos el equilibrio de la parte de la viga que se encuentra sometida a la accion de un
momento interior M y de las fuerzas interiores que surgen en la seczion transversal,
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para que esa parte se encuentre en equilibrio se tienen que satisfacer las ecuaciones de proyeccion
y de momento, en total seis

NZZ=0 = Jro,dF=0
2IX=0 = [r1dF=0
HIY=0 = Jp1,dF=0
4)IM,=0 = [ (tny-1,x)dF =0
55T M, =0 = JroydF=M
6)IM,=0 = J:oxdF=0

Las ecuaciones 2) y 3) son identidades pues o dF son fuerzas internas perpendiculares a éstos
gjes y por las hipotesis enunciadas anteriormente decimos que las fibras no presionan unas sobre
otras y las tensiones g direccion perpendicular al eje son nulas, luego T, = 1,, = 0.

En la ecuacion 1) si reemplazamos o por E y/p:

EJrydF=0
P

como E/p es # 0, puesto p # 0 ya que se supone la viga curvada, debe ser entonces [rydF=0
siendo ésta integral el momento estatico del area de la seccion transversal de la viga respecto al
eje neutro. '

Puesto que la integral es cero, la linea neutra en la flexion pasara por el centro de gravedad de
la seccion. :

La ecuacion 4) también se convierte en una identidad por lo expuesto anteriormente dado que

T = Tpy = 0.
En la ecuacion 6), si reemplazamos o por E.y/p:

EL; Xy dF =0
p

como E/p es # 0 debe ser f; x.y dF =0
ésta integral representa el momento centrifugo de la seccion respecto de los ejes X e Y, y siendo
Jo= (e x.y dF = 0 deben ser ambos ejes X e Y ejes principales de inercia de la seccion y el
momento exteriot M debe encontrarse en plano que pasa por uno de los ejes principales,
condicion que se cumple en el caso de flexion plana. De ésta condicion se deduce que la linea de
solicitacion vy la linea neutra son perpendiculares entre si en la flexion plana.

En la ecuacion 5) reemplazamos o por E.y/p:

M=E,[1:y2dF
P

la integral es el momento de inercia de la seccion respecto del eje neutro X, luego
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JK = J]: y2 dF

Como siempre en la parte separada pueden actuar varios momentos flectores, luego la expresion
quedara:

Mr=E J;
p
de donde podemos expresar que
L=Ni;
p EJ
el valor 1/p lo definimos como la curvatura de la capa neutra de la viga
K=1
p

Como hemos demostrado, el eje neutro pasa por el centro de gravedad de la seccion, y siendo el
eje de la viga el llingar geométrico de los centros de gravedad de las secciones transversales, éste
se encuentra en la linea neutra.
Decimos que la curvatura del eje de la viga en la flexion, es proporcional al momento flector
My e inversamente proporcional a E J, que se denomina rigidez de la seccion a flexion.
Despejando de la formula

o=Ey lacurvatura 1= 0 = ¢ =M,
p p Evy Ey EJ
despejando
c =My
L

Férmula que nos permite calcular el valor de la tension normal en cualquier punto de la seccion
transversal de la viga, si se conoce el momento flector y el momento de inercia.

[}y

N

S]]

Esta formula es valida también para el caso de flexion transversal plana cuando en la viga
acta un momento flector y una fuerza de corte (lo demuestran los ensayos).

Condicion de resistencia por tensiones normales

Para garantizar la resistencia de una viga es necesario que durante la flexion, las tensiones
méximas de traccion y compresion en la seccion peligrosa, donde My es maximo, no supere los
valores admisibles.
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Designemos con h, la distancia de las fibras traccionadas mas alejadas del eje neutro y con h,
a la distancia de las fibras comprimidas mas alejadas del eje neutro.

.

hy

he

Entonces la tension maxima de traccion en flexion sera

Tt max = Mf hl
Jx
y la tension maxima de compresion en flexion sera
Ge mix = M_l" hc
I«

En los materiales fragiles, las tensiones admisibles son distintas, y [o.] = 3-5 [o}]. Es por ésto
que generalmente se emplean secciones que no son simétricas respecto al eje neutro.
La seccidn se coloca de manera que h, sea menor que h, y se emplea la desigualdad

Cimix < Oc mix

»
En éstos casos se plantean dos condiciones de resistencia
Gt mix = {Gl] % Ge mix < [Gc]

El valor de M¢a introducir en éstas férmulas es el maximo Mcen valor absoluto.
En los materiales plasticos, por ser las tensiones admisibles iguales, conviene emplear
secciones simétricas, es decir que h, = h,, luego existira un Ginica expresion

c=Mch
Jei2
pero J. es el momento resistente Wy,
h/2

luego la condicion de resistencia sera:

Omix = ._N_[f = [0’]
Wi

El valor de W, depende de la seccion de cada viga:
1) viga rectangular W, =bh*® 2 = bh?

12 h 6
2) viga circular W,=nd' 2 = nd*
64 d 32
3) viga anular W,':LD" (1) 2 = =D* (1-c*)
64 D 32

4) perfiles laminados: los valores de Wy se obtienen de tablas de los surtidos de perfiles.

Para calcular la seccion de una viga se parte de la expresion
Wiz My
[o]
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Para conocer el momento flector admisible, se calcula de:
[Mq = W [o]
Para conocer la carga admisible, una vez obtenido el momento flector admisible, y conociendo
la relacion entre el momento flector y la carga, se puede hallar el valor de la carga admisible.

Ejemplos ‘ .
1) Determinar el menor perfil normalizado doble T, para la siguiente situacion de carga:
: PNI
IO Ha=
DI=2E/M 6137 = ;= 2400 Kgfom?
r 1 ¥ = 1,5
S [o] = 2400 = 1600 Kg/em?
1,5
Mimix = @12 = 20.450% = 506250 Kg cm
8 8
W, = My = 506250 = 316,4 cm?®
[o]- 1600 . = detablas PNI24a (W,=317 em?)
2) Calcular el momento admisible de la viga anterior para un perfil PNI 30, con y = 1,7
W, =472 cm?®
[o] = 2400 = 1410 Kg/cm?
1,7

[Mf] = W, [0] =472 . 1410 = 665500 Kg cm
3) Determinar la carga admisible P, para un perfil PNI140y y=1,6

»

lp [6] = 2400/1,6 = 1500 Kg/cm?
e r W, =953 cm®
' : | c=M;<[oc] = Pl 1 <[0o]
2,5 m 2,5m Wx 4 W
[P]<4[c]W=4.1500.953 = 11436 Kg
I 500

Determinacion de las tensiones tangenciales
por esfuerzos cortantes

En el caso de flexion transversal, en la secciones transversales ue la viga surgen momentos
flectores y fuerzas cortantes.

La existencia del momento flector esta relacionada con las tensiones normales que se calculan
con la formula"ya conocida (¢ = M.y / I ).

La existencia de la fuerza cortante esta relacionada con las tensiones tangenciales que surgen
en la seccion transversal de la viga.

Por la ley de reciprocidad, aparecen tensiones tangenciales en las secciones longitudinales:

Q

o — —

e e —

— —
I3
P
N
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Para hallar las tensiones tangenciales, veamos primeramente el caso de una viga de seccion
rectangular de poco ancho. Separemos de la viga un elemento de longitud dz y ancho b igual al de
la viga, sobre éste elemento actiian las siguientes fuerzas:

B dz
—_—
, O og+doy

[ v oz| Sed7
1 v “_\ f/ ok
1T ﬁrﬁé_ =

r[ I l |L:[" i | l - Voluwen de tensiones
F, -

Sobre la cara 1-2/1°-2" acttan las tensiones normales segun la formula:
c,=Mry
‘].\'
y sera My el momento en la cara 1-2/1°-2".

Al mismo tiempo sobre la seccion actian también tensiones tangenciales 1, que pueden ser
consideradas uniformemente distribuidas a lo ancho de la viga, debido a que el ancho de la
seccion es pequefio (hipotesis de Zhuravski).

Sobre la cara 3-4/3°-4" actiian tensiones normales segun la formula:

;=0 +do =M+ dMr y
. I,
y también las tensiones tangenciales T.
Sobre la cara 2-4/2°-4" actian solamente tensiones tangenciales, por la ley de reciprocidad de

Cauchy, y son iguales a las T que actuan sobre las caras verticales.
Planteando las ecuaciones de equilibrio sobre el eje horizontal, el esfuerzo tangencial sobre la

cara 2-4/2°-4" se proyecta sin variar y vale
tbdz

Sobre la cara 1-2/1°-2" los esfuerzos normales tiene una resultante
Ny = Im o, dF = jm o dF
Sobre la cara 3-4-/3'-4’ los esfuerzos normales tienen una resultante
N, = [x2 62 dF = Ja2 (o + do) dF -

Estas integrales deben calcularse sobre el area de la parte separada.
De la ecuacion de equilibrio £Fz = 0 se obtiene:

N1+Ibdz-N2=O

luego
[ai 6 dF + 1 b dz + a2 (o +do) dF =0
= [y MyydF+tbdz-[u M+ dMp)ydF=0
I A
siendo A, = A;

| tbdz-dMcJaydF =0
J
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la integral representa el momento estatico del area de la parte separada de la seccion respecto del
eje neutro

S.‘i - L\? y dF
reemplazando
! . ScdM=1bdz
Js

y siendo dM =
dz

= %—%‘ Formula de Zhuravsky

La ley de distribucion de las tensiones tangenciales, en la seccion de una viga rectangular, se
determina por la variacion del momento estatico S,, puesto que las otras magnitudes permanecen
constantes

T Jo=bh’
—, 12
= Tdn 5
== Sx=b(h-y)(hZ+y)=b(h?-y?)
= 2 2 2 4
b Reemplazando ambos valores en la expresion de Zhuravsky:
1=0Q0b/2 (W74 -y)=6Q(h*-y?)

bh¥/12 b bh® 4

Se observa que la ttnsion tangencial maxima se produce en la linea neutra para una seccion
rectangular.

Con cierta aproximacion la ecuacion de Zhuravsky nos permite calcular las tensiones
tangenciales en vigas de seccion transversal de cualquier configuracion. En el caso de una seccion
circular, se obtiene el siguiente grafico de t:

T

Si el momento estatico es S, = 2 (R2-y2)** =g D =R y by =2 (R%y?)
3 64 4

Reemplazando eéstas ecuaciones en la de 1 nos queda:
=050 =0 23(R-y))"? =40 (R>-y?)

b wR'2(R%y®)"™ 3 xR’
4

Para y=+R 1=0
Para y=0 1=40Q
3A

El valor de la tension tangencial para una seccion circular es aproximado. Analizamos la
tension tangencial en el punto A descomponiendo en dos direcciones, una normal 1, y otra
tangencial 1, Segun las condiciones de solicitacion la superficie exterior de la barra esté libre de
tensiones tangenciales, luego las tensiones reciprocas a T, que yacen sobre la superficie exterior
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son nulas y también lo debe ser 1,,. Es decir que las tensiones tangenciales en las proximidades del
contorno no se orientan segun la tangente al contormno.

La suposicion que t esta dingida segun el eje y es erronea, y aparecen luego tensiones segun
la direccion de x. Para conocer éstos valores debemos recurrir a la teoria de la elasticidad, que

demuestra que los valores de 7, son inferiores a los de 1,.

Lineas isostaticas

Si en cualquier parte de la viga sometida a flexion, se presentan simultaneamente sy 1, o
perpendicular a la seccion transversal y t de igual magnitud en direccion vertical y horizontal, se
originan en determinados elementos superficiales y oblicuos los llamados esfuerzos principales

Maximos y minimos (traccion y compresion).
Sabemos que acttian en las direcciones de las superficies en las cuales no existen esfuerzos de

corte y se calculan por las formulas:
C13= g (04 + )"

la direccion se obtiene por:

Si partimos de un punto de la viga, seguimos la direccion de los elementos en que se presentan
Omix Y Omin» S€ Obtienen dos curvas que en ese punto son perpendiculares.

El conjunto de todas esas curvas en toda la viga forman dos haces de lirieas que se cortan en
angulo recto, y se [laman lineas isostaticas (traccion y compresion)

Las trayectorias devlas tensiones principales cortan a la linea neutra a 45°, donde o = 0, luego
los esfuerzos principales alli toman el valor de t en ese punto.

Correspondiendo a la marcha de la trayectoria se forman en el material de la viga bovedas de
compresion y traccion, que estan en equilibrio mutuo, y dan las direcciones segun las cuales se
verifica la fatiga solo por compresion o por traccion.

- o~ oA
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Desplazamientos en la flexion - Ecuacion diferencial de la linea
elastica de la viga

La forma de la linea elastica se puede obtener mediante la formula ya conocida

siendo p la curvatura que toma el eje flexionado de la viga. En un sistema inmovil de coordenadas
XY, la ecuacion matematica de la curvatura se escribe:
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Debido a la hipétesis de desplazamientos pequefios, la tangente del angulo entre la linea
elastica y el ejo z es muy pequefia. Por tanto podemos despreciar el término y’ en comparacion
con la unidad, luego la expresién matematica de la curvatura podemos expresarla como:

l=y
: P

de donde obtenemos que:
yn :Mr

EJ

comparando ésta expresion con la obtenida para relacionar el momento flector con el corte y la
carga, se obtienen las siguientes relaciones:

&M =dp=q (carga)

dx*  dx

0=y

Mi=EJy”
dM=Q=dEIJy)=EkLy”
dz dz

dQ=q=dEL y)=ELY"
dz dz

Para el caso que la seccion transversal de la viga sea constante, éstas expresiones quedan:

0=y= 1 [Medz+c
' El.

M¢=EJ,y” integrando ElJ.y = fM¢dz +¢; luego:
dM=Q= dEJ,y") integrandoEJ y = fdz [ M;dz +c, z + ¢,

dz dx
y=__1__HM(dZ+Cl ztec
EL
Convenciones de signos: _
€10
M¢> 0 Me<0
Si ademas la carga q fuera uniformemente distribuida resulta: -
yW=_q_=cte.
£ 2

Lo que nos permite asegurar que la forma de la barra flexionada se representa por una curva de
cuarto orden.

Si la carga distribuida q fuera nula, la forma de la barra flexionada se representa por una
curva de tercer-orden.

“Si el sistema elastico es capaz de mantener las propiedades elasticas en los casos de grandes
desplazamientos, se lo denomina sistema flexible”.

En flexion, la magmtud de los desplazamientos elasticos limites se determinan por las
propiedades del material y por la magnitud de la razén entre la longitud de la barray la
dimensién de la seccion transversal en el plano de la seccion.




El alargamiento maximo en flexion es:

Emix = Ymix
- : B p
por lo que la tension sera:
| Omix = E Yrmix
E

La barra puede recibir grandes desplazamientos cuando varia considerablemente la curvatura

(1/p). Esto es posible cuando yi. es suficientemente pequeiia.
s P

]
T e

La barra flexible tiene por lo tanto la forma de una banda fina, y frecuentemente se la
denomina barra fina flexible. En la barra flexible, la ecuacién diferencial de la linea elastica esta
* dada por:

: 1 =M= 0
! p Eji (+'3»"

!
la expresion de M en la barra flexible se calcula teniendo en cuenta los desplazamientos que

aparecen en la barra

Ejemplo: . '
Me=PL
C P e
- -
| L
R=P
M,=-M.+Rz=-PL+Pz = | M(z;=P(z-L)|
y'= M '
1 .
y’: IMZ)dZ+C! =IOPtz—L[dz+C,=P_iz’/2—Lz|u +C| - y’=P_(§2—LZ)+C1
E J, | E 1, E J, EJ. 2
v=IMpydz+Ciz+C, =[P (22-L2)+Ciz+C, = y=P (Z-L22)+Ciz+C,
E J, EJ, 2 EJ, 6 2 o

Vamos a determinar las constantes de integracion: .
Paraz=0 =>y=06=0 - y=P (22-L2)+Ci=0 =

EJ, 2
Paraz=0 =y=0 - y= P (£-LZ)+Ciz+C,=0 =
"EJ 6 2
y=P (£*-L2) y=P (Z-L2)
EJ, 2 El, 6 2
i 1
Giro maximo: | ,f"m /’ b2 g S | C A
y,(z-L) - I P : Y=L) = P_L} '_ / ° 4
kL, | ! \_ 3Ek

=
p

S S — —————
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Energia potencial de deformacién en la flexion

En la flexién, al igual que en todas las deformaciones, el trabajo realizado por las fuerzas
exteriores se gasta en alterar la energia potencial de la barra deformada.

Calculemos la energia potencial para el caso de la flexion pura. “El trabajo del momento
exterior se puede expresar como el producto del momento por la mitad del angulo de giro de la
seccion™: ‘

dA=1Mde
2

El trabajo de los momentos flectores exteriores sera igual a dU= -1 Myde
' 2

dp=dz

P
conocemos la expresion de curvatura:

1=My
p Els
luego
dU=-1M¢dz=-1 MZdz
2 p 2 El;

En flexion pura el momento flector My es constante y por lo tanto el trabajo total de las
fuerzas interiores de una viga de longitud I es:

) U=-1 M?|
2 EJg
La energia potencial es igual al trabajo de las fuerzas interiores pero de signo opuesto.
Em=-U=1 M¢Z1
2 El

Esta formula es analoga a la de la enérgia potencial de traccion y torsion. En el caso general de
flexion transversal, es decir donde aparece flexidn y corte simultaneamente en las secciones
transversales, la energia potencial de la deformacion se compone de dos partes, una
correspondiente al momento flector y la otra correspondiente al esfuerzo de corte, que como lo
demuestran los calculos, en general la energia potencial por corte es muy pequefia y se puede
prescindir de ella.

Primer teorema de Castigliano

En 1876, Alberto Castigliano publico un notable articulo en el que presentaba dos importantes
teoremas. En el primer teorema de Castigliano, que proporciona un método general para la
determinacién de las deformaciones elasticas en las estructuras, puede enunciarse como sigue:

“La primera derivada parcial de la energia total de deformacion de la estrucitura con
respecto a una de las acciones aplicadas es igual al desplazamiento a lo largo de esa accion”.

Siendo P la accién (fuerza o par), A, el correspondiente desplazamiento (lineal o angular)
segin P, y W la energia total de deformacion, lo enunciado puede expresarse en la forma

A, = OW
aP

Para demostrar el teorema, considérese la viga cargada de la figura 3. La posicion deformada
esta representada por la linea de trazos.
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Fig. 3
Si se considera solo el trabajo interno resultante del momento flector, se tiene como energia
total de deformacion para la viga la siguiente expresion
W=[_ M2 dx
2.EJ
Sea M, el momento flector en cualquier seccion debido a la aplicacion gradual de Py, y M, el

momento flector en la misma seccidn debido a la aplicacion gradual de P,. el momento flector
total en cualquier seccion de la viga esta dado por

M= M] + Mz = m|.P1 + mz.Pz

m;: momento flector en cualquier seccion debido a una carga unitaria en el lugar de P,
m,: momento flector en la misma seccion debido a una carg~ itaria en el lugar de P,
Asi
OW=_08 | M2 dx=[M(@M/8P,) dx =] Mm, dx =A,
oP, &P, 2E] EJ EJ

OW=_0 [ M* dx=[M@M/QP)=[Mmdx =4,
« 0P, &P, 2EJ] E.J E.J
El ultimo paso de la igualdad de las dos expresiones anteriores se basa en la ecuacion (12) del
trabajo virtual.
Volviendo ahora a la cercha cargada de la figura 4. La energia total de deformacion es
W=Z§.L
2AE

Si se hace
S, = fuerza interna en cualquier barra debido a la fuerza P, gradualmente aplicada
S, = fuerza interna en cualquier barra debido a la fuerza P, gradualmente aplicada
se tiene que la fuerza interna total sobre cualquier barra esta dada por

S=85+S=Pu +Pu,
en donde
u; : fuerza interna en cualquier barra debida a una carga unitaria en el lugar de P,
u; : fuerza interna en cualquier barra debida a una carga unitaria en el lugar de P,
Asi
W= 0% 8 dx=28@S/OP)L=[Su L =4,
oPy Py 2.AE AE AE
OW=_83 8 dx=XS@S/0P)L=[Su,L =4,
0P, 0P, 2.AE AE AE
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El Gltimo paso de la igualdad en cada una de las expresiones anteriores se basa en la ecuacion (6)
del trabajo virtual.

Es interesante resaltar que el primer teorema de Castigliano no difiere basicamente del método
del trabajo virtual para el analisis de estructuras lineales sometidas a cargas extemnas. La
diferencia es solamente cuestion de disposicion en los calculos. Utilizando el método del trabajo
virtual, se obtiene de las ecuaciones (11) y (6):

1.A=/Mm dx para una viga o un portico rigido
EJ]
v A=ZS8Sul para una cercha
AE
mientras con la aplicacion del primer teorema se obtiene
A=[M(@M/3P)dx  para una viga o un pértico rigido
EJ
Ay = % S(0S/0Py) L para una cercha
AE

Segundo teorema de Castigliano

El método de las deformaciones compatibles aplica el principio de superposicion en las
deformaciones elasticas de la estructura primaria, en los puntos de aplicacion de las
hiperestaticas X,, Xs, ..., X, siendo la estructura primaria estable y estaticamente determinada y
sometida a las cargas externas y a n_fuerzas hiperestaticas. Las expresiones que establecen que el
desplazamiento de cada hiperestatica es igual a cero para una estructura cargada con apoyos que
no sufren asentamientas, pueden plantearse aplicando el primer teorema de Castigliano en la
forma:

A=W =0
X,
Azﬁﬁw_:o
X,
A=W =0
X,

donde W es la energia total de deformacion de la estructura primaria y es, por tanto, funcion de
las cargas externas y de las hiperestaticas desconocidas X, X3, ..., X,. Habra pues, tantas
ecuaciones simultaneas como hiperestaticas desconocidas aparecen en el problema. La ecuacion

X, X, X,

se conoce con el nombre de Segundo Teorema de Castigliano, teorema que puede enunciarse
como sigue: “las acciones hiperestaticas deben tener un valor tal que la energia de deformacion de
la estructura sea un minimo compatible con el equilibrio. Por ésta.razon se le denomina a veces
Teorema del Trabajo Minimo.

Por la demostracion anterior es evidente que el método del trabajo minimo y el método de las
deformaciones compatibles son en realidad idénticos. La eleccion entre los dos métodos es
cuestion de preferencia personal. Para tener un enunciado mas sencillo, el método del trabajo
minimo es utilizado, mas ampliamente por los ingenieros de estructuras. Sin embargo, éste
método esta limitado al calculo de fuerzas intemas producidas solamente por cargas externas
sobre estructuras con apoyos que no sufren asentamientos. No puede utilizarse para determinar
esfuerzos producidos por cambios de temperatura, movimientos de apoyo, defectos de
fabricacion, etc., y por tanto, no es tan general como el método de las deformaciones compatibles.
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Ley de la reciprocidad de los desplazamientos de Maxwell

Refiriéndonos a las figuras 5-a y 5-b, observemos que la ley establece simplemente que
Ai,z = Am

donde
Ay = desplazamiento en el punto 2 debida a la carga P aplicada en el punto 1
Aay = desplazamiento en el punto 1 a lo largo de la linea de accion primitiva de P debido
a la misma carga aplicada en el punto 2 a lo largo del desplazamiento primitivo de Ay ;.
Para probar lo expuesto, calculamos ambos desplazamientos por el método del trabajo virtual.
Asi pues, y segun la figura 5-a, tenemos '
By = ;M:-_fﬂz dx
EJ
donde
M; = momento en cualquier seccion debido a la carga P aplicada en el punto 1
m, = momento en la misma seccién debido a la aplicacién de la carga unitaria aplicada en
el punto 2 a lo largo del desplazamiento deseado.
De igual modo, de la figura 5-b obtenemos

A:,F IML—_TE: dx
* E.J
pero M;=P.m; y M,=P.m,
Facilmente se puede ver que:

Ay = J(P.m;) mydx = J(P.my) my dx = [ Mym, dx = Ay,
E.J E.] E.J

Para el caso particular en que P=1 podemos escribir:

&y1 = 61,2
donde
8,1 : desplazamiento en el punto 2 resultante de la aplicacion de la carga unitaria en el
punto 1
8, desplazamiento en el punto 1 a lo largo de la linea de accion primitiva debida a
la carga unitaria aplicada en el punto 2, a lo largo del desplazamiento
primitivo. '

Hasta aqui hemos demostrado la ley en relacion con las fuerzas aplicadas y sus
correspondientes desplazamientos lineales. Sin embargo la reciprocidad se extiende al caso de
desplazamientos angulares. En el caso de dos momentos o pares unitarios que actian en dos
puntos de una estructura, la ley csiablece: “II desplazamiento angular en el punto 2 de una
estructura, originado por un momento o par unitario en el punto 1, es igual al desplazamiento
en el punto 1 debido a un momenio unitario en el punto 2.

Basandonos en el trabajo virtual, se puede observar también que el desplazamiento angular en
el punto 2 debido a una fuerza unitaria aplicada en el punto 1 es igual en magnitud al
desplazamiento lineal del punto a lo largo de la fuerza primitiva debido a un par unitario aplicado
en el punto 2.

La ley de Maxwell es completamente general y se aplica a cualquier tipo de estructura,
siempre y cuando el material de la misma sea elastico y cumpla con la ley de Hooke.



Ley de Betti

El teorema de reciprocidad de Maxwell es un caso particular de la ley de Betti que puede
expresarse brevemente en la forma:
Wi =Wy, (13)
donde:
W, es el trabajo externo realizado por un sistema de fuerzas P, ya aplicado sobre la
estructura, durante la deformacion producida por otro sistema de fuerzas P, aplicado después.
W, es el trabajo externo realizado por un sistema de fuerzas P, ya aplicado sobre la
estructura, durante la deformacién producida por otro sistema de fuerzas Py, aplicado en segundo
lugar. ;
Para demostrar éste teorema consideremos la viga de la figura 6-a, a la que aplicamos en
primer lugar P, (representa el sistema de fuerzas 1). La curva elastica a que da lugar P, sc indica
por medio de la linea de trazos.

a) R P, b) R F,

RS
Fig. 6
El trabajo realizado durante ésta operacion es:
1 Py(P1.5,1)
2
P, (representa el sistema de fuerzas 2) se aplica a continuacion dando lugar a un desplazamiento
adicional de la viga.

El trabajo adicional es:

Py(P2.8y,) + 1 Po(P1.8,2)

2
El trabajo total realizado es entonces
1 P(P1.8)1) + Py(P2.612) + 1 Pa(P2.622) (14)
2 2

Si invertimos el orden de aplicacién de los dos sistemas de fuerzas (figura 6-b), el trabajo
total, obtenido en forma similar, puede expresarse como

1 Po(Py.8;,) + Pa(P1.850) + 1 Py(P1.611) (15)
2 2
Igualando las ecuaciones (14) y (15) obtenemos
Pl(pz-51,z) = Pz(Pt-az,:) (16)

como se establecio en la ecuacion (13).
La ecuacion (16) indica también que
51,2 e 523

lo cual se conoce como “Ley de Reciprocidad de Desplazamientos™.

Debe observarse que la ley de Betti se basa en el principio de independencia de efectos de las
cargas, el cual es cierto siempre y cuando los desplazamientos sean pequeiios y también
independientes. La ley se aplica a cualquier tipo de estructura elastica con apoyos sin
asentamientos y temperatura constante. Se cumple para cualquier tipo de cargas y
desplazamientos, esto es, tanto para momentos y rotaciones como para fuerzas y desplazamientos
lineales.
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Férmula general de la energia de la seccién transversal

1
U=l (s +ug) dv=]dz]s (us +u;) dF
0

X

1
U=Jdz[ Mgy Ay?dF + Q@ A [4 8,2 dF)]

0 2]"2[{ 2Jz2GA b_‘.z
siendo J,=y*dF y K=A fﬁﬁd}:
sz b}_z
Il
U=][Mg2+KQ? ]dz = 1
"[ﬁ:ﬁ?ﬁ ZGA] U= M¢ dz+KQ? dz
) = YoRT. 2WA

Flexion plistica en vigas isostaticas

En la flexién elastica se entendia por estado peligroso aquel en que las tensiones normales en

los puntos extremos de la seccion de la viga alcanzaban el limite de fluencia.
Y C¢ Sy Oy

El momento flector resuitaba ser:

M[’ Wx Oy

sin embargo como se ve en los ensayos, éste estado no es el estado limite. Es posibie que la carga
aumente como consecuencia e la pre agacion de la fluencia en las fibras interiores de la viga.

El aumento posterior de la carga no se tiene en cuenta f -~ resulta imposible. En la seccion
peligrosa donde actia el momento flector maximo surge un alacion plasti-~ En esa seccion
el momento flector alcanza un valor limite Myjjm.

La magnitud de éste momento se obtiene de la condicion de que todas las tensiones normales
en todos los puntos de la seccion peligrosa son iguales (en valor absoluto), e iguales al limite de
fluencia o



w

En el caso de flexion pura, hallamos la posicién de la linea neutra de la seccion transversal

teniendo en cuenta que la fuerza axial resuitante de las fuerzas interiores or dF, es igual a cero.

G,

N= Ip O'de =()

h2

N:O'f].lbdy—crf_"bdy-—'o
0 0

siendo b el ancho de la viga (variable); las integrales representan el area de las partes traccionada
y comprimida F, y F,, de ésta manera o (F;-F;) = 0, de donde se obtiene que F; = F.
Por lo tanto en la flexion plastica, la linea neutra divide la seccion en dos partes de igual area.
La expresion del momento flector limite se obtiene como el momento resultante de las fuerzas
normales interiores odF: .
M = Jr ory dF = o¢ i ydF + Ui’IFIiY dF

las integrales repﬁ"esentan los momentos estaticos Sy v Sy de las a%rcas comprimida y traccionada
respecto de la linea netftra: I
! Mtiim = 0 (Six + S22) !

Para las secciones que son simétricas respecto del eje perpendicular al plano de solicitacion,
surge que S); = Sy = Sox . Siendo S, el momento estatico de la mitad de la seccion respecto de la
linea neutra. La expresion queda ahora:

M¢lim =07 .2 Sex =0r -pr!a‘sl

siendo W ;14 €l Modulo Plastico de la seccion en flexion.
Para una seccion rectangular:

I i
b i
La relacion de los momentos ;
Mrim = Wypus = bh%4 = 1,5
Mituen Wxess bh%6

Esto nos indica que el momento flector limite (considerando las deformaciones plasticas) aumenta
1,5 veces.
En el caso de una seccion circular la razon entre momentos es 1,7. Para una seccion anular
con relacion D/d = 0,5, la razon de momentos es 1,57. En una seccion doble T la razon es 1,15.
En el caso de flexion transversal, todo lo expuesto es valido, como primera aproximacion, asi
lo demuestran los ensayos.



-82.

Fundamentos del calculo de Ia resistencia de las vigas por

' capacidad portante
______ DA 7/7/ _
| 2

3 4

5

=3

Las diferencias entre el calculo de la resistencia por tensiones admisibles y por capacidad
resistente, en el caso de materiales plasticos (material ideal de Prandtl como ser los aceros de bajo
contenido de carbono F-20, F-22 de CIRSOC), radica en las diferentes etapas del estado de
deformacion de la viga que se consideran como estado peligroso.

El calculo por capacidad resistente (rotura) se realiza generalmente por las tensiones
normales, sin considerar el endurecimiento del material de la viga originado por la deformacion
plastica. Se escoge corflo base el diagrama de traccion y compresion idealizado del material de la
viga (Prandtl).

Al calcular por tensiones admisibles se considera peligroso el estado de la viga cuando en la
fibra extrema mas tensionada, la tensidén normal alcanza el limite de fluencia del material o.

De acuerdo con el grafico o-¢, el momento correspondiente al estado peligroso de la viga sera
cuando M;= or. W,. Introduciendo el coeficiente de seguridad n se obtiene la siguiente expresion
para el momento flector admisible:

Mpx=0gc. Wi=[c]. W, (1)
n

Al calcular por la capacidad resistente, se considera peligroso el estado de la viga cuando en

todos los puntos de la seccion peligrosa las tensiones normales alcanzan valores iguales al limite

de fluencia del material (Estado II). Este estado, de acuerdo con el diagrama c-¢, le corresponde

el siguiente valor del momento flector

— dA = b.dy
Mc=[ordAy.2
B i M;=2.0;ydA =208
v
L gy Siendo S el momento estatico de la mitad del area de la
. b seccion transversal de la viga respecto al eje central z. Puesto que

el aumento posterior del momento flector en ésta seccion es
imposible, se dice que en la seccion surge una “Articulacion Plastica” o “Rétula Plastica”, y la
viga se convierte asi en un sistema cinematicamente variable, también llamado “Mecanismo”.
La férmula para la determinacion del momento flector admisible se obtienen introduciendo el
coeficiente de seguridad: '
Mpix = _2__gf.§ = Z[GIS (?)
n



Comparando las férmulas (1) y \2) se puede advertir que “en el caso de coeficientes “ el

momento flector admisible M’ s, al calcular por capacidad resistents es 7 veces mayor que el
admisible My, obtenido del calculo por tensiones admisibles, siendo

1= M’mi‘( - ___L_L_ g S = ..Z._S
Mo [clW, W,

la magnitud 1 depende solamente de la configuracién de la seccion transversal de la viga.

Ejemplos:
1) Seccion rectangular

2) Perfil doble te
PNI N°8 n=2.114cm*=1,17
19,5 cm?
Sistemas hiperestaticos (plastificacion)

Se dice que unas estructura ha llegado al “colapso” o en otras palabras, que su capacidad de
carga ha sido totalmente agotada cuando la elstica del sistema a dejado de ser una curva
continua, para transformarse en un diagrama de desplazamiento del mecanismo cuyas barras se
pueden considerar practicamente rectas debido a la pequefiez de las deformaciones elasticas
frente a las plasticas.

Consideremos una viga de dos tramos iguales y sometida a dos cargas concentradas en los
centros de los tramos.

Como primera medida deberemos calcular el valor de alguna de sus incognitas
superabundantes utilizando cualquier método ya conocido:

TRa:P-x1 TXI TRb
=
10z /72
M;=R,z=(P-X;).z M?=R,2% 22 = (P-X,}.2
2 2

I /2<z</
Mu=R,z-P.(z-£)=(P-X,)z-P(z-£)=P.L-z.X,
2 2 2 2
My =P2/2-PX, 72+ X2
4 2 4

2 L
U=0=>U=2[1 | M2dz+1 | Mydz]
X, p Madak - | p Sl |

U=1J@X/2z2dz + 1 [[P2/*-PX\r2+ X222 ]dz
E.J 2 E.J 4 2 4

U= LIP-Xi 2 1 22+ g2l -PX L2+ X112 ]
v E-J ) 3 0 4 1.2 | ) L 3 L




U=P-PXi+X?)./°+1P2A-3PX P+ T X327
4 24 8 16 96

U=(1-3)PX /24 ( 1+T) X2/ +(L+1)p2/
24 16 96 96 24 8

U=0=-UP,L+1X/=0 = [X,=11p
X, 48 6 8

Una vez hallado el valos de esta incognita hiperestatica, estamos en condiciones de resolver
nuestro diagrama de momentos flectores.

lp lp

Como vemos en la figura c), el diagrama de momentos presenta tres picos, uno cn el apoyo de
valor 3/16 P.1y dos en los centros de tramos de valore 5/32 P.I. Un aumento gradual en el valor
de la carga P conducird a que el mayor de éstos dos picos (el del apoyo) alcance el momento
plastico de la seccion Mp.

A partir de éste instante, la seccidn del apoyo comienza a comportarse como una articulacién
plastica no aumentando alli el momento con posteriores aumentos de la carga. este instante marca
el punto de partida para una “redistribucién™ de momentos. Este proceso tiene un limite que se
alcanza cuando los picos de momentos en los tramos llegan a ser iguales a My. En éste estado de
las cosas la estructura presentara tres articulaciones plasticas que la transforman en un
mecanismo cinematico de un grado de libertad; deja de admitir posteriores incrementos de carga y
se deforma indefinidamente siguiendo el diagrama de Prandtl.

El diagrama de momentos en el colapso sera el indicado en la figura e). A partir de éste
diagrama puede, por consideraciones estaticas, determinarse el valor de la carga P, de colapso
de la estructura. Este procedimiento se conoce como Criterio Estético.

Por otra parte, el mecanismo de colapso permite la aplicacion del principio de los trabajos
virtuales: “el trabajo externo desarrollado por las cargas debe ser igual al trabajo interno
absorbido en las articulaciones pldsticas”. Este andlisis nos lleva a otra forma de calculo que
constituye el Criterio Cinematico.

a) Criterio Estético

El caso concreto de nuestro problema, la primera articulacién se produciré en el apoyo central,
luego, en segunda instancia se producirdn las dos articulaciones en los tramos, en coincidencia
con las cargas, como indica la figura ), con lo cual teniendo en cr:enta ¢l diagrama de Mp
podriamos determinar la carga de colapso.

<]
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- se obtienc dando a los puntos de aplicacidn de
Peol Feol Lt I
las cargas un desplazamiento arbitrario 8. Los
giros en las articulaciones plasticas serdn:
a7 |5 (8 7 |5 B2 o0=5
/2
28 La ecuacién de trabajos virtuales nos dice que
26 el trabajo virtual externo debe ser igual al

trabajo virtual interno.
El trabajo virtual externo vale:
T“=Pw;. 6+pm| .o=2. Pcoi .0
El trabajo virtual interno vale:
Ti=M,.2.0+M,.20+M,.206=3M,260 =3.M,2.81I2

(tramo) (apoyo) (tramo)
Tyi = 12.M,.8/l ‘
Tve = Tvi

2. Pey . 8= 12.M,8/ | = [Py = 6.M,

Método del trabajo virtual (Método de la carga unitaria)

Considérese el caso de las siguientes figuras. La figura 1-a) representa una estructura elastica
deformada (viga, pértico rigido o cercha) sometido a la accién de un grupo de cargas
gradualmente aplicadas P;, P, cuyos puntos de aplicacion se desplazan unas distancias Ay, Ag, ...
respectivamente.

(a)

Fig. 1

Para encontrar una expresion de la deformacion en un punto cualquiera de la estructura, por
ejemplo, la componente vertical del desplazamiento en el punto C, observemos la figura 1-b) que
representa la misma estructura sin ninguna de las cargas reales anteriores, pero con una carga
virtual unitaria aplicada gradualmente en el punto C en la direccién del desplazamiento buscado.
Sea & el desplazamiento producido por la carga unitaria en su punto de aplicacion. Obsérvese que
la carga virtual se supone de valor despreciable y lo mismo son las deformaciones virtuales
correspondientes.
También se representa en la figura 1-a) un elemento tipo deformado (puede ser una fibra de
una viga, o de un portico rigido, o una barra de una cercha) de longitud L sometido a las fuerzas
internas S, con su correspondiente variacién de longitud dL.. En la figura 1-b), el mismo elemento
est4 sometido a fuerzas internas u , con una variacién correspondiente en la longitud igual a dL,.
Puesto que el trabajo interno realizado por las cargas debe ser igual a la energia interna de
deformacién de todos los elementos de la estructura, se obtiene para el estado de cargas de la
figura 1-a) '
1PLA +1PA=12S8dL (1)
2 2 2

y para el de la figura 1-b)

Z u.dL, @
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Para ello comenzamos por trazar el diagrama de momentos en el isostatico, a este diagrama se lo
designa como “diagrama de momentos libres”. Debemos superponerlo con el diagrama producido
por la incdgnita hiperestatica que llamaremos “diagrama de momentos fijos”. De esta
superposicion se desprende que en el apoyo intermedio se formara una articulacion plastica, o sea
el momento en ese punto serd Mp. Ahora bien, para que la estructura se transforme en un
mecanismo debe aparecer otra articulacion plastica en el tramo. Para ubicarla hacemos uso de la
“condicion de plasticidad” que establece que ninglin punto de la viga podré tener un momento
mayor que Mp, es decir, debe verificarse: M| < Mp

Con esta condicion resulta inmediatamente que la ubicacion de tales articulaciones pldsticas serdn
los puntos de aplicacion de las cargas concentradas.

Sobre esta base podemos escribir para dicho punto la ecuacion:

M=Pl=1M,+M,=3M,
g 2 2

Pml = Mp= 6Mp

| 1

— &
B W

También recibe el nombre de Primer Teorema de Grinberg-Prager o Teorema del Limite Inferior.
Este nos dice que: “la carga correspondiente a una configuracion de equilibrio, con valores de las
incognitas hiperestaticas arbitrariamente elegidas, es menor y lo sumo igual al valor de la carga
altima o de colapso, siempre que se cumpla que el [M| < Mp”.

Significa esto que, satisfecha la condicion de plasticidad [M|< My, el valor verdadero de la
carga de colapso es el mayor entre todos los que pueden determinarse eligiendo arbitrariamente el
valor de las incognitas hiperestaticas.

b) Criterio Cinematico

Llamado también Segundo Teorema de Grinberg-Prager o Teorema del Limite Superior, y nos
dice que: “una carga calculada sobre.la base de un mecanismo supuesto, serd siempre mayor 0 a
lo suma igual a la carga Gitima o de colapso™.

En éste criterio el teorema nos esta dando la condicion que debe cumplir el mecanismo
adoptado y que es la carga minima. Significa en otras palabras, que el verdadero mecanismo de
colapso es aquel que conduce a una carga minima de rotura.

Para obtener el mecanismo de colapso introducimos 3 articulaciones pldsticas: una en el apoyo
intemedio y dos en los puntos de aplicacién de las cargas, arrojando el siguiente diagrama de
desplazamientos:




Ahora imaginese que producimos primero el estado de cargas y deformaciones de la figura 1-
b); las cargas reales P; y P, se aplican después gradualmente. Igualando el trabajo total realizado
y la energfa total de deformacion almacenada durante ésta aplicacion sucesiva, se tiene

1(1).8+1P.A+1PuA+1A=1Zudl +1Z8dL+Zudl  (3)
2 ) 2 2 2

" Puesto que la energia de deformacion y el trabajo realizado deben ser los mismos, si las cargas se

aplican a la vez o separadamente, sustrayendo de la ecuacion anterior la suma de las ecuaciones
(1) y (2) se obtiene lo siguiente

real
=

lLA=%udL 4)
| wirtual
Esta es la ecuacion basica del método de la carga unitaria. Cuando se quiere obtener la rotacién
de la tangente en cualquier punto de la estructura, solamente es necesario reemplazar la fuerza
virtual unitaria por un par virtual unitario en el procedimiento descrito anteriormente, y se

obtiene real
—

1.8'= T udl )
virtual

en donde u es la fuerza interna originada por el par unitario en un elemento tipo, y 8 es el angulo
de rotacion buscado.

Para obtener una féymula practica que utilizarse para resolver las deformaciones en una viga,
considerese la viga estaticamente determinada sometida a las cargas Py y P, representada en la
figura 2-a; el eje longitudinal de la viga coincide con el eje x. Para encontrar el desplazamiento
vertical A de un punto arbitrario C, se coloca una fuerza unitaria vertical en C, como se indica
en la figura 2-b., y se aplica la ecuacion (1)

1.A=Z u.dL (6)
P P
dHlj l da ¥
P e — o __|x a7 |_ =
1
(a) ’{f_“‘ 1 "%\""' 'y
u u
F T e — — 1 Cl__._,_i
Fig. 2

Para interpretar los términos dL y u incluidos en la ecuaci6n anterior, observemos en la figura 2-
a que en el casp presente dL es el cambio de longitud de cualquier fibra cuya longitud inicial es
dx y cuya seccion tiene un 4rea dA, producido por las cargas reales Py Py. dL es el alargamiento
unitario multiplicado por dx y puede ponerse en la forma

M.y dx Q)
EJ

en donde M es el momento flector en la seccion considerada, resultante de las cargas reales, J €l
momento de inercia de la seccion recta de la viga respecto al eje de flexion, y la distancia de la
fibra al eje de flexion, y E el modulo de clasticidad.
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A continuacién, en la figura 2-b se observa que u en éste caso, s la fuerza interna en la misma
fibra, resultante de la aplicacion de una carga unitaria ficticia en el punto C; u es igual a la
tension de flexion de la fibra multiplicada por dA, esto es
u=m.y.dA (8)
J
en donde m es el momento flector en la misma seccién, debido a la carga unitaria.
Al sustituir dL por la expresion (7) y u por (8) en la ecuacion bésica se obtiene

1.A=Z (mydA)Mydx) (%)

J E.J
=M.mdx.Jy*.dA (10)
E.J?
y teniendo en cuenta que [ y2.dA = J, se obtiene
1.A =] M.m dx (11)
E.J

Esta ecuacién es la formula practica que se utiliza en la determinacion del desplazamiento en
cualquier punto de una viga. Si se busca la rotacién de la tangente en C, se coloca un par unitario
en C v se aplica la formula bésica (5), obteniéndose por el mismo procedimiento

1.0 = M.m dx (12)
: E.J :
en donde m es el momento flector en cualquier seccién debido a un par unitario en C.

Condicion:as de plasticidad

En la flexién pura es imposible determinar los valores limites de las fuerzas interiores,
basandose solamente en las ecuaciones de la estatica. Para su determinacion, ademas de las
ecuaciones de equilibrio y de las de continuidad de las deformaciones, se emplean las condiciones
de plasticidad, que surgen de las hipétesis que marcan criterios de aparicion de la fluencia del
material. :

En los c4lculos précticos y en investigaciones tedricas se emplean las siguientes hipétesis:

1?) Condicién de Plasticidad de Saint Venant

Independientemente del tipo de estado tensional, la fluencia del material surge cuando la
tension tangencial méxima alcanza cierto valor, que sera constante para cada material. Este valor
de T4 se establece por ensayos de traccion monoaxial.

La formulacién matematica de ésta condicién de plasticidad conduce al criterio de '
equivalencia seg(n la 3" Hipotesis de Resistencia:

Tix = T1202 < Tp
2

2%) Condicitn de Plasticidad de Hubert - Von Misses
Independientemente del tipo de estado tensional, la fluencia del material surge cuando la energia
potencial unitaria correspondiente a la variacién de la forma, alcanza cierto valor, que serd
constante para cada material. '
o, = (01-05%-0103)"? < o¢

Este valor de u; se establece experimentalmente por ensayos de traccién monoaxial.

La formulacin matematica de ésta condicién de plasticidad conduce al criterio de
equivalencia segin la 4* Hipdtesis de Resistencia.

La segunda hipétesis concuerda mejor con los ensayos, pero las correlaciones de célculo
resultan mas complicadas.




Flexion en dos planos, desviada u oblicua

Se produce flexién oblicua cuando las fuerzas exteriores, que son perpendiculares al eje de la
barra, no se encuentran en plano que pasa por un eje principal de inercia de la seccion
transversal.

En éste caso el momento flector que aparece en la seccion transversal se puede descomponer
en dos momentos, que actiian en los planos que pasan por los ejes principales de inercia de la
seccion. L ;

Podemos considerar al flexion oblicua como la combinacién de dos flexiones planas en dos
planos ortogonales (principio de superposicion de efectos).

Las tensiones northales en cualquier punto de la seccion transversal serdn iguales a la suma
algebraica de las tensiones producidas por los momentos flectores que actan en los dos planos.
Por ejemplo el punto C de coordenadas (x,y) de la seccion del apoyo:

a) tenemos un momento flector que surge como.consecuencia de la flexion de la barra en el plano
vertical con el eje neutro x que vale:
M, =P,.I="P.cos ¢.l

b) ademds tenemos otro momento que surge de la flexion de la barra en el plano horizontal con el
eje neutro y, que vale: :
My = Pp.1=P.sen .1

Aqui P, y Py, son las componentes vertical y horizontal de la fuerza P; | |a longitud de la vigay ¢
el dngulo que forma la fuerza P con la vertical.

En la mitad superior de la viga, donde se encuentra el punto C, como consecuencia del
momento M, se producen tensiones de traccién; y en la mitad inferior se producen tensiones de
compresion.

El valor de la tension en el punto C, generada por M, se obtiene por:

o =M.y
Ix
donde y es la distancia del eje neutro (z) al punto considerado.

En la mitad derecha de la viga, donde se encuentra el punto C, como consecuencia del
momento M, se producen tensiones de traccion; y en la mitad izquierda se producen tensiones de
compresion.

El valor de la tensién en el punto C, originado por el momento flector M,, se obtiene de forma
andloga a la anterior:

gy = M..y . X
J

¥

siendo x la distancia del eje neutro al punto considerado.
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La tension total en el punto C sera:

0':0'1"‘0'2=Mx.y+My.X
TN

Estas formulas son validas para cualquier otra forma de la secci6n de la viga. Si en la seccién
existen puntos angulares donde aparecen X € Yia Simultineamente (rectangulos, doble T),
entonces las tensiones méximas en valor absoluto aparecen en éstos puntos, por lo que la férmula
queda:

Omez =% My = My
= Ll e LK
lo nos queda:
o=+ M+ M,

W, W,

siendo para secciones rectangulares o doble T
W,=2JL/h y W,=2J/b

Los puntos peligrosos de la seccion son aquellos donde las tensiones debidas a ambos
momentos poseen el mismo signo. En nuestro ejemplo serfan los puntos B (traccionado) y E
(comprimido). Las tensiones en €stos puntos valen:

Op = Mx 5 My

W, W,
oc=-M, - M,
! W, W,

Para una seccién arbitraria, que no tiene dngulos salientes, resulta necesario definir los puntos
peligrosos donde las tensiones son méximas. Esto lo analizamos de la siguiente forma:
Primero hallamos la posicién de la linea neutra en la seccion, o sea el lugar geométrico de los
puntos de la seccion donde se anula la tensién normal (separa la zona traccionada de la
comprimida). La llamamos MN:

Go

En la flexidn, las tensiones crecen a medida que nos alejamos de la linea neutra, por lo tanto
las paralelas al eje neutro tangente a la figura nos da los puntos K y L més peligrosos. Cuando el
material trabaja de la misma forma a traccién y compresidn, el punto mas peligroso sera aquel en
el cual surjan las tensiones maximas en valor absoluto.

La ecuacién de 1a linea neutra se obtiene igualando a cero la expresion:

o=M yot M, x=0
Iy J

2
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Si consideramos la relacion:

podemos expresar la ecuacion en funcidn de M;:

M,(Yotkxo)=0
Iy dy
Xp € Yo son las coordenadas de los puntos de linea neutra. Teniendo en cuenta que M, no puede
anularse quedard:

Yot kxo =0
Ji dy Ecuacion de la linea neutra

(Los momentos flectores se consideraran positivos en ambos casos cuando produzcan tensiones
de traccion en el primer cuadrante).

Por otro lado, dividiendo toda la expresién por X, nos queda:
Yo + k=0

xo.Jx

teniendo en cuenta que Xo/yo = tg B (dngulo de inclinacién de la linea neutra respecto del eje X) y
el coeficiente angular o pendiente de la recta la definimos por geometria analitica como m = tg 3,
luego:
tgB + k =0
i J" J)’
=>m=tgpB=-kk
¢

La ecuacidn de la recta en forma candnica queda expresada:

Yo=mXo= -k Jx. Xg
J

Yy

De la figura se observa que k = tg @, por tanto el coeficiente angular de la linea neutra sera:

tgB=-tgo
- ]

y

De ésta ecuacion se desprende gue cuando J; es distinto de J,, el éngulo P no es igual al
angulo o, es decir la linea neutra no se hace perpendicular a la linea de solicitacion, como ocurre
en la flexion plana.

Sélo en las secciones simétricas (circulares, cuadradas), el I, es igual al J,, y la linea neutra se
hace perpendicular a la linea de solicitacion, lo que produce la desaparicion de la flexion
desviada, pues cualquier eje central que pasa por el centro de gravedad de la seccion es eje
principal de inercia.

Hay que tener en cuenta que la linea de solicitacion y la linea neutra pasan por cuadrantes
distintos de la seccion. En el caso que estamos analizando la linea de solicitacién pasa por el
primer y tercer cuadrante en tanto que la linea neutra pasa por el segundo y el cuarto cuadrante.

Ejemplo:
+Y
1t 2 M, = P.cos 30.1 = 2000.cos 30.120
s M, = 207846 Kg.cm
Fh X, h=20m :
Z_ o o M, = P.sen 30.1 = 2000.sen 30.120
: . M, = 120000 Kg.cm
P— ~

P=2t
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J, = bh?® = 20.40° = 106667 cm*

A |

J, = bh® = 40.20° = 26667 cm®
i )

k=M, =0,577
M,

= _Yo_t _Xo_ =0

106.667  26.667
tgB=-kJ = 0,577.106667 =23 = B=-66,5

1, 26667
Yo=m X =tgh.xo = yo=—2,3x0|
42 Y
LN (10,20)
Omix =:|:..M_x szixiMy Kmix
x‘ min Jx Jy
/é Omax = *+ 38,97 £ 45,0 = 483,93 Kg/em?
A \ min
p/C TR

Después de definida la linea neutra y los puntos mds alejados de la seccion, realizaremos la
comprobaci6n de la resistencia a la compresién o traccion, si la seccion trabaja a compresion y
traccién deberé hacerse la comprobacién de los puntos peligrosos. Las expresiones son las
siguientes:

Gk;:'% y_k"_M.,y Xk S[o-c:}

EE
oL= My v+ My x [0y
A )

Cuando el material trabaja de igual forma a traccion y compresion, o sea [o.] = [o,] (en el
caso de materiales pldsticos), se considera el punto peligroso mas alejado del eje neutro, o sea en
éste caso el punto k [oy] > [o1].

En las secciones tipo rectingulo o doble T, la condicién de resistencia se establece como:

UnﬁxZMx+MyS[G]
| T

Cuando el material es fragil (¢j. fundicidn), la formula para la condicion de resistencia pasa a
ser:
Omix = My + My < [ct]
S

El calculo de las dimensiones necesarias de la secci6n transversal se realiza empleando las
formulas o, ya vista para la condicion de resistencia.

min

Generalmente es necesario realizar calculos por tanteos sucesivos.

Una vez admitida cierta dimension para la seccion, se comprueba el cumplimiento de las
condiciones de resistencia. Si la diferencia entre la tensioén de trabajo y la admisible es
importante, se determina otra dimension y se repite el cdlculo hasta que ésta diferencia no supere
el 5% o 10%:

Ot = [6].100=5-10 %
o]
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Tiene interés practico el problema de como escoger la forma de la seccién transversal, de
forma que el gasto de material sea minimo. Para la seccién rectangular, el gasto minimo de
material se obtiene cuando se cumple la condicion:

h =M,
b M,
Sin embargo la secci6n rectangular no es la méas apropiada en la flexion desviada; para ésta
solicitacién resulta més adecuada la seccién cajon.
La flecha en la flexion desviada se calcula en cada plano por separado y también integrando la
ecuacidn diferencial de la linea eldstica, por la formula universal o por el método de Mhor. La
flecha total se obtiene como la suma geométrica de las componentes:

= 1”
Y = (¥’ + %%
la condicién de rigidez se escribe:

Ymix <[]

Flexion v traccion o compresion combinadas

En la figura se representa el caso de la accion simultdnea
de flexion y traccion central. La carga transversal que
origina la flexion puede ser mas compleja (par concentrado,
carga distribuida, etc.).

‘T 2D Para calcular las tensiones completas recurrimos al
iy principio de superposicion de las fuerzas. Las tensiones de
,zh" i traccién originadas por la fuerza P, son, en todos los puntos
de la seccidn transversal iguales, y se obtienen por la
- Pz P, formula ya conocida o = P,/F ; en el caso general, para
¥ o cualquier carga axial la formula queda ¢ = N/F, siendo N la
fuerza axial en la seccion transversal.
¥ w : Plano de fuerzas
A : Centro de presion

= e : excentricidad
Las tensiones debidas al momento flector son:
G o=M,.y
N I,
p A por lo tanto la tension total en cualquier punto es:
_ c=N+M,y

FooJ,

Linea de fuerza

En el caso que estamos analizando, la seccion peligrosa
se encuentra en el empotramiento donde el momento es maximo: M, = P,.1
Los puntos peligrosos son los que se encuentran el la linea AB donde se suman ambas

\ AP

4;1\!

tensiones:
AB G O
-
. ck,
1
En los puntos C y D las tensiones se restan quedando:
Omin = E - Mx
F W,
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Para las barras que trabajan igual a traccién que a compresidn, la condicién de resistencia se
escribe:

Omix = N+M, <[o]
F W,

Si la carga transversal es comp]éja, para determinar el momento flector méximo, y la seccién
peligrosa, serd necesario construir los graficos de momentos flectores y normales.

Las férmulas son vélidas también cuando las solicitaciones axiales son de compresién, en éste
caso la tensién de compresion resta, la expresion queda:

o=-N+M,y
F 1
Las tensiones maximas se producen en los puntos de la linea CD y valen o, = -N -M%

F W,
Cuando se combina la solicitacién axial con la flexidn oblicua las tensiones se calculan
mediante la férmula:
c=+N+M, yxM,x
F I, J

En el caso de barras de igual tensién admisible (material plastico) con puntos angulares que
son los més alejados de los ejes principales, la tension sera:

Y

o= N+M, y+M,x <[o]
F ol

En el caso de barras con tensiones admisibles distintas, se comprobara la resistencia tanto a
traccién como a compresion.

Compresion o traccion excéntrica

A menudo la carga axial no se aplica sobre el centro de gravedad de la seccién transversal de
barra, sino con cierta desviacion, lo que se llama excentricidad respecto a los ejes principales de
inercia de la seccidn.

Por el método de las secciones, hallamos en una seccién arbitraria de la barra, una fuerza
axial N=P y momentos flectores que son segin los ejes M, = P.ya=N.ya, y M, =P.x,=N.x,,
por

eso, la tension en un punto cualquiera de la seccién transversal de coordenadas (x,y) se obtendra
como en el caso de traccion y flexion en dos planos como:
o= NtM..y+M,.x
B b
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Para las secciones de puntos angulares las tensiones extremas se calculardn como:

Omax = + H = _M_.x + My
min F Wx Wy
donde W, y W, son los médulos resistentes de la seccion respectoa X e Y.
En la seccion representada en la figura, las tensiones maximas que surgen en los puntos E 'y D
seran: :
Omax EE:H+M_x +My S[Gt]
F W, W,
Si el punto de aplicacién de la fuerza se encuentra sobre alguno de los ejes principales de
inercia de la seccion (por ejemplo sobre el eje Y) entonces la formula se reduce a

Omax = N + Mx s [0]
F W,
En el caso de una seccién transversal de forma arbitraria, para calcular la posicién de los
puntos peligrosos es necesario hallar la posicion de la linea neutra.

A

/ns

H

hal

La ecuacién se obtiene igualando a cero las tensiones

oc=N+NyayotNxpoX=0
FoJ 3,
siendo (Xo;yo) las coordenadas de la linea neutra.
Introducimos aqui la notacion siguiente:

12 = A 12 =
1x'—lx ly__x\,
F

llamaremos radio de giro respecto a los ejes X e Y a:

=0 /FY? =, /F)"
caracterizan la geometria de la seccién y se miden en unidades de longitud.
La expresion de la linea neutra la pocemos escribir:

N(1+XaXo+ YaYo) =0
F iy i
como N/F es distinto de cero puesto que existe la fuerza N, debe ser entonces

1+ XaX0 + YAYo =0
iyz i2

luego podemos expresar la ecuacién de la linea neutra como la ecuacién de la recta en forma
segmentaria o candnica:

X0+ yo=1 a=-ijxpa b=-ilya

a b
a 'y b representan las distan :ias de la interseccion de la recta con los ejes coordenados X e Y.
Como el radio de giro es siempre positivo, las magnitudes a, x, y b, y son de signo opuesto. “El
centro de presion y la linea neutra estan a ambos lados del baricentro de la seccién” (en el
cuadrante opuesto).
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Nicleo central

Si la linea neutra no cruza la seccidn, entonces en todos los puntos de ésta seccién las
tensiones tienen el mismo signo

Busquemos las coordenadas del punto de aplicacion de la fuerza de modo tal que la linea
" neutra sea tangente a la seccion, y las tensiones sean todas del mismo signo, emplearemos a'y b
' = Xp=-iy/a y Yya= i b
aqui los segmentos ay b son la interseccién de la tangente a la seccién sobre los ejes XY.

Cuando el contorno es continuo, para las distintas posiciones de la tangente obtendremos las
coordenadas de un conjunto de puntos, que representan una linea cerrada alrededor del centro de
gravedad.

La parte del 4rea de la seccion que se encuentra dentro de ésta linea se llama “Nucleo Central”
Luego, el nticleo central tiene la propiedad de que cuando se aplica una fuerza dentro de ésta drea
que es paralela al eje de la barra, las tensiones normales en todos los puntos de la seccion serdn
del mismo signo. -

En el caso de una seccion con contorno poligonal de n lados, obtendremos m puntos del nicleo
central. El contorno del niicleo central se obtiene uniendo los n puntos con linea rectas.

En materiales frégiles como ser hormigén y madera es importante que el gje neutro no sea
secante a la seccionzO sea, es importante aplicar la fuerza de compresion dentro del nicleo
central para no ocasionar tensiones de traccién.

Teorema de Maxwell

La tension en un punto B cuando el centro de presion es A, es igual a la tension que se
produce en A cuando el centro de presion es B:

*)
6,= N+NRyRp+NSxSs (1)

® g T

(B)

g,= N+ NRgRyA+NSpSa (2)
- F. ) s

En (1): tension o, en el punto B cuando el centro de presién es A

En (2): tensién o, en el punto A cuando el centro de presion es B
T

W
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Existen dos casos limites en la flexion compuesta:
1.- cuando ya —> @ ; yo—> 0; es el caso de flexion pura, o sea que cuando el eje neutro pasa por G

el punto A es impropio o]
JNY

Q

y, =0 X
g ©

2.- Cuando y, — 0 ; yo—> o ; es el caso de solicitacién axial pura, cuando el centro de presion A

pasa por G el eje neutro es impropio

o]

El niicleo central es una propiedad del teorema de Maxwell

ny T¥/m ' Siendo A, el centro de presién, el eje neutro es conjugado del eje Y.
Si hacemos que el punto A,del eje neutro sea centro de presion, el eje
I, y neutro pasara por A, y serd paralelo a n;-n;. Si tomamos otro punto

n,

/ 1 ‘ A; de ny, el eje neutro varia pero sigue pasando por A;; si

consideramos donde corta el eje neutro nj al eje neutro ny, el punto A4

a y como centro de presién, tendra un eje neutro ny que pasard por A; y
&l .

> Aj
A \)A Lugo, mientras los centros de presion generen una recta, los ejes
{4 3

A :

neutros correspondientes a esos centros generan un haz, cuyo punto
/\/\ comun es el centro de presion correspondiente a la recta de los centros
n, de presion considerada como eje neutro.

Torsion y corte combinados

La acci6én combinada de una fuerza de corte y un momento torsor ocurre en las secciones
transversales de las espiras del resorte en hélice de pequefio paso comprimido o traccionado por
una fuerza P ‘

I§; Q N

i

-— . = = o

%
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Analicemos una seccién A, sea D el didmetro medio del resorte, n el nimero de espiras y d el
didmetro de la seccion de la espira.
El equilibrio se consigue aplicando en la seccion un esfuerzo Q=P y un momento torsor:

M=PD
2
Suponemos que las tensiones tangenciales que se producen por el corte se distribuyen
uniformemente en la seccién

¥ R Oy S A
F nd¥4 7 d?

Admitimos que las tensiones tangenciales que se producen por la
torsion, se distribuyen en la seccién transversal de la espira de igual
forma que en una barra de eje neto de seccidn circular:

1y =M=P.DI2=8PD
W, nd¥16 =nd
El punto peligroso estard ubicado en el contorno donde coincidan las
direcciones de T; ¥ T. Luego Ty, seré :
Tne =T+, = 4P+8PD= 8P D (I+d)
=4 =nd nd: 2D
En general d/2D es muy pequefio y se puede despreciar, lo que
equivale a despreciar la influencia del corte en comparacién a la
» influencia de la torsion; entonces:

~N

T =T=8PD
n d?
En la prictica, el calculo de resortes en hélice de pequefio paso se realiza por la férmula:

~k8PD<[r]

mt d?

Trnax

siendo k un coeficiente de correcciéon que estd dado en funcion de la relaciéon D/d

D/d 3 4 5 6 7 8 9 10
k 1,58 1,40 §. 21 P4 L;21 1,18 1,16 1,14

Para hallar la flecha & igualamos el trabajo de la fuerza exterior P y la energia potencial de la
deformacion por torsion

A=1P§
2
Epa= LM?21=1 (P.D/2)" |
2GJ, 2 GJ,

donde | =7 D n es la longitud del hilo del resorte.

Puesto que A = E, obtenemos:

1P8=P*D*nDn = 6=8PD%n
2 8 G rnd¥32 G d*




-104-

Torsion y flexion combinadas

@® My P La barra representada en la figura a torsion
y flexién. En las construcciones de maquinas es
frecuente que las piezas trabajen a torsion y
© flexion (arboles).
1 Empecemos por calcular por separado y
basandonos en la hipétesis de superposicion.
@\\ Mg Durante la flexién aparecen tensiones normales
en las secciones transversales de la barra que
@ M, valen o = MW, y también tensiones
tangenciales que se calculan t; = Q Sy / Jcbg.
Durante la torsién aparecen tensiones tangenciales que son méximas en el contorno t,=
M¢W,=M,/2 W,.
En las secciones circulares y en general en las secciones macizas 1, << 1,y se pueden
prescindir. ,
En nuestro caso las tensiones maximas se producen en el empotramiento donde son maximos el
momento flector y torsor. los puntos peligrosos son A y B.
En plano de la seccién transversal que pasa por éstos puntos, actian las tensiones normales
méaximas debidas a la flexion y las tensiones tangenciales maximas debidas a la torsion.

:

Observamos el punto desde la parte superior
o

= NN
Al e
il O

Puesto que ¢l estado tensional es triaxial, para comprobar la resistencia empleamos una de las
hipétesis de resistencia (aplicamos 3 0 4%).
Cuando el material es de igual resistencia [o] = [o,] = [o.], las tensiones principales se

obtienen por la formula 6,3 =0 =0 % 1 (6* + 412
min
2 2

El 4ngulo de inclinacién de los planos principales no es necesario calcularlos.
La condicién de resistencia segin la tercera hipGtesis o de las tensiones tangenciales méaximas

.= 0, -03<[o]
Introducidos los valores de o, y 03 queda:

o, = (c*+4.1)"? < [1]

pero teniendo en cuenta que 6 = M¢W, y 1=M/2W,:
o, = (M¢ + M)
W

X

Para calcular la seccién obtenemos de aqui:

Woee = (M7 + M) %/[o]

Recordando que cuando el 4rbol estd sometido a flexién en dos planos perpendiculares:

M= (M2 + M)
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Segiin Ja cuarta hipdtesis de resistencia o de la energia potencial

unitaria debida al cambio de forma, la condicion para el estado
2 tensional es o, = (0, + 03 - 5,07) < [o].

Introduciendo aqui los valores de ¢, y 3 obtenidos anteriormente,
llegamos a que o, = (c? + 31%)"? < [0] , pero teniendo ¢n cuenta que
o =Mi/Wy y 1=M/2W,, la tensién equivalente queda expresada por

o.= (M#+0,75 M) < [o]
W

X

De ésta obtenemos la expresion para calcular la seccion necesaria:
Wiee 2 (M7 + 0,75 M) / [0]
Cuando el material tiene diferente resistencia a traccién que a compresion, empleamos la
hipétesis de Mohr:
G, = 01-Y.03 = [o] dondey = [g}/[c.].
Introduciendo los yalores de o, y o3 obtenidos queda que:
0. = 1y o+ 14y (c® + 419)"”
‘ 2 2
En funcién de los momentos: '
Oe=1-y Mr+ 14y (M2 + M?)"? <[]
2W W,
De aqui se obtiene la relacion necesaria para calcular la seccion necesaria:
Wiee = Me(1-y Y+ (147 ).(MZ + M2)"?
YALA

Torsion y traccion (compresion) combinadas

En éste caso en las secciones transversales de la barra surgen simultidneamente los dos
esfuerzos. En una barra de seccion circular, las tensiones tangenciales méximas debido a la
torsion surgen en los puntos del contorno y son:

T=MJ/W,
La traccidn ocasiona en todos los puntos de la seccién tensiones normales:
c=N
F

Como en el caso de torsién y flexioén, debemos conocer las tensiones principales y emplear la
hipétesis de resistencia correspondiente al tipo de material utilizado.

1) Materiales con [o] = [o] = [o.]

Por tercera hipétesis: gl3=g+]1(c*+ 4.13)\2
2 2

Yy 6.=01-03<[0] * c.=(c?+4.1)"2<[1],

reemplazando:

oe = [(N P+ 4.(M, 7"
F W,
Por la cuarta hipotesis:

e = [(N )+ 3.(M, )] <[o]
F W,
2) Materiales con [o,] # [o,]

Ge=1y N+ IHy [(N P+ 4(M, 1" <[o]
2 F 2 F W,
Cuando se trata de flexion, torsion y traccion, mediante el mismo procedimiento se obtiene
seglin la cuarta hipétesis: '
e = [( N + M)+ 3.( M, )*]"* < [o]

F W, W,
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UNIDAD V - PANDEQ

Formas estables e inestables de equilibrio

El equilibrio de un solido puede ser estable, indiferente o inestable.
Analicemos las distintas situaciones de una esfera:

EQULIBRIO ESTABLE
Esfera en superficie concava P<Rrit
i o Colmro e
e, X Colurema coraprirada

| |
T \ / T
[mTiTTT?%Wﬁ é‘ﬂ‘rﬂ‘rrﬂ FTTTTE T
EQULIBRIO INDIFEREMTE

Esfera en superficie plana

.
E )
i I"'\\_‘_ //I

La misma analogia hacemos para una barra larga, actuando sobre ella una carga axial de
compresion relativamente pequefia (menor que cierto valor critico); al retirarla la barra vuelve a
su posicion original, el equilibrio es estable. Si el valor de la carga es igual al de la carga critica,
la barra queda en la ultima posicion, el equilibrio es indiferente. Y finalmente si la carga supera el
valor de la carga critica el equilibrio es inestable, no guarda ninguna posicion de equilibrio, la
barra trabaja a flexion y compresion combinadas, un pequefio aumento de la carga produce
grandes flechas en la barra, apareciendo grandes tensiones. Por lo que se debe considerar a la
carga critica como carga peligrosa (“Carga limite™).

“La fuerza critica se puede definir como aquella fuerza para la cual el equilibrio de la barra
comprimida es indiferente, en otras palabras, la fuerza para la cual tanto Ia forma rectilinea como
la curvilinea contigua a ella son formas posibles de equilibrio™.

En la practica se admite que la fuerza pueda actuar con cierta excentricidad en la barra y a su
vez puede tener cierta curvatura inicial. Por eso se observa flexion ya al comienzo de su
solicitacion longitudinal



LT

Los ensayos demuestran que micntras la fuerza de compresion sea menor que la critica, las
flechas de la barra seran pequefas, pero al acercarse al valor critico comienza a crecer
rapidamente. A éste criterio se lo conoce como “Criterio de la pérdida de estabilidad™.

Una vez establecido el valor de la carga critica es necesario establecer el valor de la carga
admisible que naturalmente sera menor que la critica:

[p] = _Ecn'l:
n.
ne : coeficiente de seguridad por estabilidad (pandeo) de Euler
El coeficiente n. sera tal que garantizara el trabajo seguro de la barra. Se admite el valor de

éste coeficiente algo mayor que el coeficiente por resistencia, debido a la consideracion de la
curvatura inicial de la barra y a la excentricidad de la carga:

Material N
Acero 1,8-3
Hierro fundido | 5-5)5
Madera 28-32

Los alemanes toman, para el acero un valor de 1,71 - 3,5.

Al igual que en un calculo de resistencia aqui también es conveniente hacer uso de varios
coeficiente de seguridad en lugar de un Gnico coeficiente general.

La pérdida de estabilidad de equilibro elastico puede ocurrir también en la torsion, flexion y
en las deformaciones compuestas, y éste problema fue la causa de numerosas catastrofes v
averias en construcciones.

»
Formula de Euler para determinar la_fuerza critica

Analizaremos el estado critico de una barra comprimida cuando la fuerza de compresion
alcanza la fuerza critica y suponiendo que la barra pandea ligeramente.

P ¥ % i~  Poit_ Z,
Yz L AN

1

H

Si los momentos de inercia respecto a los ejes principales no son iguales, entonces el pandeo
ocurrira en el plano de menor rigidez.
La ecuacion de la linea elastica de una viga es

E-]m:'ll-y” = Mi'
En éste caso el momento flector respecto del centro de gravedad de la seccion A de la barra
curvada (A”)es:
1\AI' = 'Prrilly

luego
E-Jminly” i 'Pclilry

Llamaremos k= -P. / E.J i, v Ja ecuacion quedara :

v+ kiy=0 Ecuacion diferencial lineal de 2° orden

y = A.cos(kz) + B.sen(kz)

La solucion de ésta ecuacion es:

siendo A y B constantes de integracion, para calcularlas emplearemos las condiciones de los
extremos de la barra:

1)z=0—y=0 = Acos(k0)+ Bsen(k0)=0 = A=0
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2)z=1->y=0 = 0Ocos(k])+ Bsen(kl)=0 = B.sen(kl)=0

Esta relacion se cumple en dos casos:

a) B=0, pero siendo A=0 resulta la ecuacion nula y la flecha resultaria nula lo que contradice la
suposicion inicial, '

b) sen(k.l) =0, condicion que se cumple para los siguientes valores: k1=0, 2.z, 3.x,...,n.w

kl=nm=k=nmx, puestoquek?=Py; = nin?=P
I E‘J11Iill 1? E--]nn'n

Prn'[ = ﬂlminﬂf
]2

De ésta forma se obtiene una infinidad de valores de la carga critica que corresponden a distintas

formas de pandeo de la barra.
En la practica nos interesa conocer la fuerza critica minima para la cual tiene lugar la pérdida

de la estabilidad de la barra.

I
0o

7

:
s
0

i

b

El valor minimo posible denes 1:

Pcn’l = nz-E-Jmin
[2

Formula de Euler

A ésta fuerza corresponde la flexion de la barra por una sinusoide con una semi-onda.

y = B.sen( w.z)
|

el resto de las raices dan valores de la carga critica mayores. Estos valores corresponden a la
flexion de la barra por una sinusoide de varias semi-ondas que resulta cuando existen ligaduras

intermedias en la barra.
Se deben tener en cuenta que en éste analisis no hemos definido el valor de By

consecuentemente desconocemos el valor de la flecha.
Si utilizamos la ecuacion diferencial exacta de la linea elastica y no la aproximada, podemos
conocer el valor de la fuerza critica y la relacion de ésta con la flecha.

Influencia del tipo de apovo de la barra

Las formas de apoyo son las indicadas en las siguientes figuras:

, 1l L e
/7 s I; K
(3 4 1
L I .
J . "
) H=2 " =} V| K=05
| N \\‘



La segunda situacion es la ya analizada; para los otros tipos de apoyos, la formula
generalizada de Euler para el ¢alculo de la carga critica es:

pcn'l = EiE_Jmfn ‘

(1)

donde 1 es un coeficiente de reduccion de la longitud de la barra. Cuanto menor sea ji, mayor
sera la carga critica. Por ejemplo la carga que actiia sobre la barra empotrada en sus dos
extremos puede ser 16 veces mayor que la que actua sobre la barra empotrada en un sélo
extremo. Como conclusion, donde sea posible se debera empotrar la barra rigidamente, aunque
para los calculos se recomienda considerar como articulados los extremos.

También para calcular la carga critica de Euler existen dos metodos:
1.- Criterio energetico o de Lord Rayleigh
2.- Diferencias finitas

Dominio de la formula de Euler

No siempre se puede emplear la formula de Euler como empleamos la ecuacion de la linea
neutra que se basa en la ley de Hooke, ésta es valida mientras las tensiones no rebasan el limite

de proporcionalidad.
Para establecer el dominio de la formula de Euler calcularemos la tension critica:

Gt = Erlil = ﬂlmin

F (.12 F

5 ' . o - i 112 . .
siendo F el area de la seccion transversal de la barra, y puesto que i, = (J/F)™ (radio de giro
Minimo) tenemos:

(P m)?
la magnitud pu.1/1,,, caracteriza:
- la influencia de las dimensiones de la barra
- el modo de apoyo de los extremos.
Esta magnitud se la denomina esbeltez de la barra y se lo denota con la letra A (magnitud
adimensional). Reemplazando su valor en la formula:

2 E

l2

Cuit =

Para que sea valida la formula de Euler se debe cumplir que o, < o, , siendo o, el limite de
proporcionalidad del material. Despejando la esbeltez resulta:

A= (n2E/o,)"?

Para el acero, o, = 2000 Kg/cm? por lo que A = 100; asi, para las barras de acero de bajo
carbono, la formula de Euler se puede aplicar, si la esbeltez de aquella es mayor que 100. Para
las barras de hierro fundido A debe ser mayor de 80.

Formulas empiricas para la determinacion
de la tensiones criticas

Si A es menor que los valores calculados, la formula de Euler no es aplicable. Existen métodos
tedricos aproximados para el calculo de las fuerzas criticas, cuando la perdida de la estabilidad
ocurre en el dominio no elastico, en éste caso se emplea la formula:

Cai=4a-Db.A
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siendo a y b coeficientes que dependen de cada material en particular.
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Para barras con A menor de 60 se las calcula por resistencia (tensiones admisibles) y no por
pandeo. o

Método de Lord Rayleigh

El procedimiento de Euler en problemas de Pandeo dificil, lleva a ecuaciones diferenciales de
solucion engorrosa, sobretodo cuando el momento de inercia es variable, el método que
estudiaremos a continuacion permite resolver los problemas de pandeo mas facilmente, sin
necesidad de integrar ecuaciones diferenciales.

Esta basado en un criterio energético, que como se ha visto, se puede aplicar a los distintos
estados de equilibrio de un cuerpo. El procedimiento no fue establecido especialmente para el
problema que nos ocupa: Lord Rayleigh en su libro “Teoria del sonido” lo aplico para estudios de
vibraciones, pero el método es extensivo al caso de pandeo.

Supongamos tener una barra delgada, articulada en sus extremos, sobre la cual actua el
esfuerzo de compresion F.

Para conocer el estado equilibrio perturbamos la posicion recta de la barra y luego dejamos de
ejercer la accion perturbadora: asi la barra vuelve a la posicion originaria, el equilibrio es estable;
si se aleja es inestable y si permanece en su nueva posicion es indiferente.

El criterio de Rayleigh es el siguiente: al perturbar la barra, se acumula en ella una cierta
energia interna de deformacion T; (se ha ganado energia potencial) y también el punto de
aplicacion de F se desplaza recorriendo un cierto camino A de descenso y produciendo por lo
tanto un cierto trabajo

T.=FX

que significa una disminucion o pérdida de energia potencial.
Se ha tomado el trabajo de F como un trabajo fisico, pues F tiene un valor cualquiera, pero
constante durante la perturbacion; si‘el valor de F aumentara linealmente a medida que su punto

de aplicacion recorre el camino A, el trabajo es elastico y vale la mitad del trabajo fisico.
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Si la energia interna es mayor que la externa, la barra curvada tiene acumulada, una vez
cesada la perturbacion, energia suficiente como para vencer la oposicién de F y retornar a la
posici6n recta primitiva, llevando la carga F a su posicion inicial. Luego si:

Ti>Te

tendremos equilibrio estable. Esto significa que T; - T, > 0, es decir, que durante la perturbacion
la barra gana energia potencial. Si T; < T, la barra no tiene suficiente energia para poder volver a
la posicién originaria, y sigue deformandose: el equilibrio es inestable.

Si T; - Te <0 la barra perturbada a perdido energia potencial.

En el caso de que las dos energia sean iguales, la barra permanece en su posicion deformada y
estaremos en el caso de equilibrio indiferente:

T;=T,
Aquies T; - T, = 0; la energia potencial del sistema perturbado se mantiene estacionaria.
Calculemos ahora los valores de T; y T..
Ya dijimos que:
T.=FA
Si tomamos una longitud dx sobre la recta y la correspondiente ds sobre la curva, la diferencia

entre éstas dos longitudes elementales no serd mas que un camino elemental dA que habra
recorrido la fuerza F, es decir:

ds
VAN Ay
» dA =ds - dx
e integrando entre 0 y | :
A = (ds-dx)

recordando que ds = (dx? + dy?)"? = dx.[1+ (dy/dx)*]"? = dx (1+y’2)"? tendremos:
A=[dx [(1+y)"2-1]

El valor de y’ (el valor de la tangente a la el4stica), es muy pequefio y podemos tomar con
suficiente aproximacion:
[14+y’?]"2=1+1 y? (desarrollando en serie binémica)
2
de donde:

A= Iy’zdx

I -
uego Te G _E Iyyz dx |
. (M

Al estudiar el trabajo interno de deformacién por flexién, vimos que estaba dado por:

=il I M dx
" 2 EJ
La ecuacién de la elastica es:
E.J d%y =-M,
dx?

Reemplazando el valor del momento en la expresién del trabajo interno de deformacion,
tenemos: '

Ti=1fEJy™dx 2)
2
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La igualacién de los dos trabajos nos permitira obtener el valor de la carga critica:

Fly2dx=1[ETJy"dx
2 2

Como el equilibrio es indiferente, la carga F sera la critica, luego

Fein = [EJ y2 dx (3)
[ y2dx

o bien:

I ‘M dx
Fc[il = E-JJ_
[ yo2dx

La (3) es la expresion general de la carga critica en el m¢todo de Rayleigh; s1 J es constante,
sale fuera de la integral, si es variable, funcion de x, permanece dentro. :

Este método tiene la ventaja de no necesitar conocer la ecuacion exacta de la elastica pues una
expresion aproximada de la misma, cumpliendo las condiciones de borde, nos lleva a resultados
que ofrecen suficiente seguridad en las aplicaciones técnicas.

Formula practica para el calculo por pandeo

Es logico utilizar una formula que sea valida para todos los valores de A. Esa formula

practica es:
[P1=¢ [o].F

@ coeficiente de disminucion de la tension por pandeo
F: area de la seccion transversal de la barra.
Se utiliza la expresion de la tension admisible en los calculos por pandeo

o.= g.[0]
La tension admisible basica a compresion vale:
[oc] - [oim] /n

O limite de fluencia para materiales plasticos y limite de resistencia para materiales fragiles la
relacion entre el coeficiente ¢, la tension critica, la tension limite y los coeficientes de seguridad
por resistencia n y por pandeo n. se puede establecer como:

Ge = .[Cc] = Oerit /e

de donde @ = G / [0c] ne y reemplazando [o.] queda:

P =G
[oe] e

Meétodo ruso: P < .[o]
F AN

Meétodo Omega (aleman): [G]E(:).E
F

Flexion por fuerzas longitudinales y transversales

Veamos un nuevo caso de accion combinada sobre una barra, de una fuerza axial de
compresion y de una carga transversal.
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Bajo la accion de éstas cargas, la barra se deforma como se indica

/1‘_‘- = - . . ~ .
ok -~ 5 enlafigura. Silas deformaciones son pequefias en relacion con las
<y TP = dimensiones de la seccion, entonces las tensiones que surgen en la
—— .o ] - . .. oo
T T barra se pueden determinar partiendo del principio de superposicion
lm : Ip; 2 delas fuerzas.
v2 112 La tension por la fuerza de compresion sera:
O -S/F
la tension por la carga transversal que origina el momento flector vale:
oy = % Mor
W

siendo My el momento flector que produce exclusivamente la fuerza transversal.
La tension total sera:
o, =0 + 03 = -5+ My
F W

En las barras de pequefa rigidez es necesario considerar también el momento flector
suplementario ocasionado por la fuerza axial:

Las tensiones seran entonces
or = -8+ Mo+ M,
F W

El valor de la flecha no se conoce, y como depende tanto de la fuerza de compresion como de
la fuerza transversal, 110 se puede aplicar el método de superposician, pues la flecha depende del
momento flector suplementario que a su ez depende de la flecha.

El método aplicable en éste caso es el de aproximaciones sucesivas. Primero calcularemos la
flecha que produce la carga transversal que en el caso de la figura sera:

y"m'x' :__B_-]_s.
48.EJ]

El momento flector maximo debido a la carga transversal se produce en la seccion de
aplicacion de la fuerza: '
Mm‘ = P]

Luego la flecha maxima la podemos expresar como:

Ymix = MO{‘_.I_Z
12.E.J

conociendo Y se puede obtener el momento flector maximo de la fuerza de compresion,
quedando M, = S y,.s y €l momento total sera:

M= Mor + M = _[3__1 -+ S}"ms’w
- 4

Si el segundo sumando es importante frente al primero, se debe introducir éste valor en la formula
de ymix = Mgr .12 /12.E.J, obteniendo asi un nuevo valor de v mas exacto que el anterior, de esa
forma se procede hasta que M, << M.

Hay un método mas exacto (de la secante), el que demuestra que en la flexion por fuerzas de
compresién y transversales, la flecha se determina por la formula y = yy.C. Siendo yq la flecha
debido a la fuerza transversal y

C= 1

1-S /8.
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y se llama coeficiente de correccion que refleja la influencia de la fuerza de compresion, y
Se=n2EJ]
(1)
El momento flector total se determina por la formula:
M= Mo+ S.y = My + S.yo /(1-S/S.)
Las tensiones maximas en las fibras extremas se obtienen por la formula:

c=-8+M
‘F W
o definitivamente:

lo|]=S + Mo+ _S.y._ <[o]
F W WJ(1-5/5,)

De ésta formula se deduce que las tensiones crecen con mayor rapidez que la carga, esto es, s1
la carga P y la S aumentan proporcionaimente (por un valor n), la magnitud yo también aumenta
proporcionalmente pero el Gltimo sumando aumenta entonces con n’ lo que hace que no aumente
en la misma proporcion. Por lo tanto el calculo por resistencia en la flexion de la viga sometida a
las fuerzas de compresion y transversal, no se puede realizar por las tensiones admisibles. Este
calculo se realiza por las cargas admisibles, que es el valor de la fuerza para la cual la tension en
el punto peligroso de la seccion transversal alcanza el limite de fluencia. Dividiendo ésta fuerza
por el coeficiente de seguridad necesario, se obtiene la carga admisible.

El numero n indica en cuantas veces se debe aumentar las fuerzas exteriores para que la
tension en el punto peligroso alcance la tension limite. Luego n es el coeficiente efectivo de
seguridad de las cargag.

Cuando la carga transversal origina la flexion en el plano de maxima rigidez, la comprobacion
de 1a resistencia no excluye la necesidad de comprobar la estabilidad de la viga en el plano de

minima rigidez.
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Introduccion

Hasta aqui hemos supuesto que las cargas que actian en una estructura o pieza son aplicadas
en forma gradual y que las mismas permaneceran en equilibrio estable (sin aceleracién) en cada
instante o estado de carga. En cambio cuando una carga es producida por un cuerpo en
movimiento se la llama carga dindmica.

Cuando la aplicacién de la carga se efectia en forma muy prolongada, se produce un
incremento lento de la deformacién llamado “creep” y si por el contrario el intervalo de tiempo es
extremadamente corto estamos frente a un fendmeno denominado impacto de alta velocidad.

El método general de célculo por cargas dinamicas se basa en el conocido principio de
D’ Alembert, que dice: “cualquier balido en movimiento se puede considerar en estado de
equilibrio instantdneo, si se agrega a las fuerzas exteriores que sobre €l actiian, la fuerza de
inercia, igual al producto de su masa por su aceleracién, y dirigida en direccién opuesta a la
aceleracion”.

Flexion por choque

Supongamos que un peso Q cae guiado sobre el centro de una
viga simplemente apoyada. Sean h: altura de caida

c I: luz de la viga
0 &: flecha producida por el
: choque
El trabajo externo de deformacién vale:
Te = Q.(h+5).

Para el trabajo interno emplearemos una expresién que sea independiente de la carga; en
flexién se dedujo que:
5=_P.P = P=48E.JS/I?
48.E.]

El trabajo interno en su expresion mas general estaba dado por:
T;=%P.5
reemplazando el valor de P obtenido anteriormente en ésta nos queda:
T;,=48.E.J.6*/2.1°
igualando los trabajo interno y externo:
Q.(h+8) =48.E.J.8* /2.1*

pero Q.I/48.E.J es la flecha estética producida por Q, y la indicaremos como 8r, por lo que la
expresién finalmente quedara: :

82' 26316 - 2.651-.}1 =0
que resolviéndola obtenemos que:

[6 = 87 + (Os1” + 2551‘-}’)“2‘

Casos particulares
1.- Los valores de 8g; en general son de fracciones de milimetro , es decir, son valores muy
pequefios frente a h. Con suficiente aproximacién podemos despreciar el término &gy, quedando

entonces la anterior expresion:
o= (2.65']‘.]1)”2




-116 -

2.- Cuando la altura de caida es nula h=0, la expresion toma la forma & = 2.8gr. La tension que
produce la flecha & = (2.8g1.h)"? surge al deducir el momento equivalente que corresponde a esa
flecha.,

Sea P, la fuerza estatica equivalente que produce (sin caer) la misma flecha § = P, I’/48.E.] =
P, =48.E.J.8 /P = Py = 48.E.J.(2.851.h)"/ 13

El momento flector que produce ésta fuerza sera:
My=Py 1/4= 48.E.J.(2.8s51.h)"2 /4P = Mg = (144.E2.0% . 2.Q.1.h )
I* 48.E.J

operando obtenemos que:

M = (6.E.J.Q.h/1)"?

2
&
Q
I
€[
I
1=
.

c
2

o=(6EJQAh/1)?. ¢ = |o=(3EQh)"c¢c
2 e 1/

Conclusion: vemos que la tension es directamente proporcional a la altura de la viga y a la raiz
cuadrada de la altura de caida, al mddulo de elasticidad E y a la carga Q; e inversamente
proporcional a la luz y al momento de inercia de la seccion.

Ejemplo
1)
P=100Kg
! e 2 I 120
' L=3m '
o=M=P.L =100.300 = 40,76 Kg/cm?
W 4W 4.184
2)
P=100Kg
In=15cm
& = i 1 PHram
‘ T Lm3m — ‘
o=(3.EQh)" ¢=(3.2,1.10°100.15 )" 20/2 = 925,2 Kg/cm? (23 veces mayor que Gey)
2 3l 2 1840.300
Fatiga

Es muy caracteristico que cuando actiian cargas alternadas repetidas, la destruccion ocurre
como consecuencia del desarrollo progresivo de grietas, que se denominan grietas de fatiga.

El término fatiga debe su procedencia a la suposicion errénea de los primeros investigadores
de éste fenomeno, de que bajo la accion de tensiones alternadas cambia la estructura del metal.

Actualmente se ha demostrado que. cuando actiian cargas peri6dicas, la estructura del metal
no se altera. Parece que se debe a la heterogeneidad de la estructura del material. Los distintos
cristales del metal tienen diferente resistencia en las diferentes direcciones. Por ello cuando las
tensiones adquieren cierto valor, en algunos cristales aparecen deformaciones plasticas (fisuras).

En el caso de cargas y descargas alternadas, aparece el endurecimiento, aumentando asi la
fragilidad del metal. En definitiva, cuando es grande el niimero de repeticiones de la carga, la
capacidad del material a aumentar el endurecimiento se agota y aparecen grietas microscopicas
en uno de los planos de deslizamiento. Esta grieta se convierte en un fuerte concentrador de
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tensiones y teniendo en cuenta el debilitamiento progresivo de la seccién, se convierte en lugar de
fallo definitivo.

Para el surgimiento y desarrollo de las grietas de fatiga tienen gran importancia no solamente
los defectos de la estructura interior del material (grietas interiores, incrustaciones de escorias,
etc.), sino también los defectos superficiales de la elaboracion de la pieza (rasguiios, huellas de la
cuchilla o piedra esmeril, etc.).

“La acumulacion de transformaciones mecanicas irreversibles en el material al apilar cargas
ciclicas se denomina fatiga y la destruccién como consecuencia del desarrollo paulatino de las
grietas, se denomina destruccién por fatiga”.

El conjunto de todos los valores de las tensiones en el intervalo de tiempo correspondiente a un
periodo se denomina ciclo. Se puede decir también que se llama ciclo a cada cambio unitario de
tensiones.

La influencia de la forma de la curva de la variacién de tensién sobre la resistencia de la pieza
por fatiga, permite considerar que no es grande , sino que el papel decisivo lo juegan los valores
de la tensién maxima y minima del ciclo, asi como la relacién que guardan entre ellas. Por eso, en
adelante consideraremos que la variacién de las tensiones en funcién del tiempo tienen caracter
senoidal.

El ciclo de las tensiones alternadas se caracteriza por:

1) O - tensién méxima en el sentido algebraico de la palabra

2) Gpin: tensiéon minima » * ”? B 290 o

3) Om : tensién media, promedio entre Gy ¥ Guyn (puede ser positiva o negativa)
4) o, : amplitud del ciclo (G - Orin)/2

5) R : coeficiente de asimetria del ciclo (R = Oy /Cax)

6) T : periodo del ciclon

T

Casos particulares
1) Ciclo pulsante

S R=0
t
2) Ciclo simétrico
e} Omix — O
Gméx Omin = -0 Om = 0
s Ua -
| \J it R=-
Cmin
3) Tensidn estatica
oT Omix = O
‘G_ Omin = O Om =0
g,=0
7t R=1
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Curva de fatiga para el ciclo simétrico
- Limite de resistencia a la fatiga

En el ensayo, las tensiones simétricas ciclicas surgen a costa
Motor Probeta de la rotacion de la probeta, cargada con el peso sujeto al extremo
mediante un cojinete.
” Se escogen 10 probetas iguales de superficie pulida cuyo
didmetro puede oscilar entre 6 y 10 mm. Los resultados del
ensayo se trazan sobre un diagrama o, - N. La curva obtenida
liPeso e denomina Curva de fatiga o deWshler.

A menor tension de ensayo, la probeta soportard mayor nimero de revoluciones. La curva se
caracteriza por ser, a partir de cierta tensidn, practicamente horizontal (tramo c-d), quiere decir
que: “Cuando la tensién adquiere cierto valor &}, la probeta puede resistir sin destruirse un
namero infinito de ciclos y recibe el nombres de limite de resistencia a la fatiga” (o).

Grnéx’

N=107 N

1) Las probetas de acero al carbono pueden resistir o superar el valor de N=107 ciclos,
llamandose a éste nimero “base de los ensayos™, por lo que a partir de éste valor se suspende el
ensayo. :

2) Para metales no ferrosos y aceros templados, no se consigue establecer un niimero de ciclos tal
que después del mismo la probeta no se destruya. En éstos casos se introduce el concepto de

“Limite de resistencia restringido” (N=10%).

Diagraina de las tensiones limites

1) Diagrama de Smith (G, - G,)
Para caracterizar |a resistividad del material a las tensiones ciclicas para diferente asimetria del
ciclo se construye el llamado diagrama de las tensiones limites.
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Se comienza por trazar sobre el eje o4 el punto ¢ cuya ordenada es el limite de resistencia a
la fatiga en el ciclo simétrico o_; ( en el ciclo simétrico o, = 0).
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Luego, experimentalmente, se determina el limite de resistencia a fatiga para una carga
arbitraria simétrica, por ejemplo para la de pulsacién cuando la tensién méxima es siempre dos
veces superior a la media, situando sobre el diagrama el punto P, cuya ordenada es igual a o,.

El punto D que se encuentra al mismo tiempo sobre lp bisectriz OD caracteriza la tensién limite
(limite de resistencia) para la carga constante cuando Gy = Op,.

Puesto que para los materiales plasticos el limite de fluencia o; es también una tension
peligrosa, en el diagrama se traza la linea horizontal K-L cuya ordenada es oy (cuando carece de
escalon de fluencia se toma el limite convencional de fluencia o).

Por lo tanto el diagrama de las tensiones limites tiene definitivamente la configuracion C-A-P-
K-L.
Generalmente éste diagrama se simplifica transforméandolo en dos rectas C-M y M-L,
trazando la recta C-M por los puntos C (correspondiente al ciclo simétrico) y P (correspondiente

al ciclo de pulsaciones).

Omix]
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Om
2) Diagrama de Haigh (o, - o,,)
Los diagrama de tensjones limites también se pueden construidos en las coordenadas G, - O,

(=
"
A K
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L 45° 45° B o
O D Om

Oy

A: limite de resistencia a la fatiga para el ciclo simétrico siendo o= 0.

B: limite de resistencia para la tension constante siendo o,= 0.

C: limite de resistencia a la fatiga para el ciclo de pulsacién siendo 6= o..
La suma de las coordenadas de cualquier punto de la curva limite ACB nos da el valor limite

de resistencia a la fatiga, dada la tension media del ciclo.
Or = O max lim = O m lim + Galim
Para los materiales plasticos, la tension limite no deberé ser mayor que el limite de fluencia
| O, 0 <0
El diagrama definitivo de las tensiones limites estd dado por la linea AKD.
En la practica se emplea el diagrama aproximado de &, - o, que consta de dos tramos rectos
AL y LD y que pasa por los tres puntos. El punto L se obtiene de la interseccion de las rectas DE

y AC.



