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RESUMEN

En esta investigacion se pretendio analizar la posibilidad de que sea efectiva una
transferencia de conocimientos previos sobre la derivada y recta tangente, que poseian alumnos
de 5to afio de una escuela secundaria de Capital Federal, a la resolucion de problemas de
optimizacion. Es decir, si mediante la aplicacion de la propuesta que se describira en este trabajo,
estos alumnos pueden lograr un aprendizaje significativo de la idea de optimizacion de funciones

y dotar de sentido el concepto de derivada.

Decidimos basar dicha propuesta en las ideas planteadas en la Teoria de Situaciones de

Guy Brousseau, usando la Ingenieria Didactica como metodologia de investigacion.

La secuencia didactica que propusimos, contiene problemas de optimizacion que fueron
aumentando en dificultad a lo largo de la implementacion de esta Ingenieria didéctica, de manera
tal que los recursos algebraicos resultaron insuficientes para resolverlos - en un momento de la
experimentacioén -y, por lo tanto tuvieron que acudir a la aplicacion de la derivada y al concepto
de recta tangente. Asi, transfirieron sus saberes previos sobre el tema, para la adquisicién de un
saber nuevo, y de esta manera vimos cumplido nuestro cometido de propiciar las condiciones
adecuadas para que estos alumnos arriben a un aprendizaje significativo de la derivada. Ademas
de recabar informacion sobre como resultdé para los alumnos, este aprendizaje, mediante una

encuesta que consideramos resulté considerablemente positiva.

Habiendo realizado esta sintesis, esperamos que esta investigacion resulte de interés para
otros docentes que deseen que sus alumnos logren un aprendizaje significativo del concepto
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derivada, como asi tambien- con las modificaciones pertinentes- sirva de modelo para

introducir otros contenidos matematicos.

Esta investigacion se encuentra organizada de la siguiente manera:

= Introduccién, donde contamos brevemente las lineas conceptuales.

= Capitulo 1, en el que comentamos la problematica, peguntas y objetivos de la
investigacion.

= Capitulo 2, en el cual exponemos los antecedentes y el marco tedrico.

= Capitulo 3, donde resefiamos la metodologia empleada, que en nuestro caso es la
Ingenieria Didactica, y los analisis preliminares cuyas conclusiones nos dan herramientas
para el andlisis a priori de lo que esperamos lograr con la aplicacion de la secuencia
didactica disefiada para lograr nuestros objetivo.s

= Capitulo 4, donde analizamos los resultados de esta investigacion luego de la
implementacién de la secuencia elaborada, realizando un andlisis a posteriori
contrastando con las conclusiones obtenidas del andlisis a posteriori.

= Capitulo 5, las conclusiones obtenidas.
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INTRODUCCION

Aprender matematica implica una actividad de modelizacién que, tal como lo expresan
Giuliani y Segal (2008), provee una vision integrada de la matematica que permite reconstruir en

el aula el “quehacer” de la misma.

Pero ademas, estas autoras afirman que:

“[H]acer matematica es mas que resolver problemas. Es encontrar buenas preguntas,
buscar medios para resolverlos, desarrollar nuevos meétodos, conjeturar propiedades,
validar soluciones, confrontar resultados, técnicas y validaciones. Teoremas Yy
definiciones son a la vez productos y herramientas de todo este trabajo de construccion de

conocimiento matematico” (Giuliani & Segal, 2008, p.7)

Hoy en dia se requiere cada vez mas del conocimiento cientifico para poder desarrollarse
y ser parte de la sociedad tecnoldgica actual, y esto incluye al conocimiento matematico.

Al mismo tiempo, continuamente se presentan escenarios rapidamente cambiantes a los
que cada individuo debe tener la habilidad de adecuarse, y esto lleva a la necesidad de tener cierta
autonomia para lograr dicha adaptacion. Esto conduce, a su vez, a otra necesidad: la de adquirir
metodologias en la resolucion de problemas, en las que se requiere de la autonomia mencionada
anteriormente, la cual debe fomentar el docente de algiin modo, estimulando la creatividad. El
logro de esa autonomia requerira, por parte del docente, un cambio de actitud, ya que debera
eliminar su tendencia a dar respuestas para convertirse en un generador de preguntas que
permitan al alumno indagar qué saberes le permitiran resolver problemas, y en esa busqueda,

requiera también acudir a sus conocimientos previos.
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Por otro lado, la resolucion autonoma de problemas no es sindnimo de trabajo individual,
por el contrario el trabajo grupal, con el debate de ideas que supone, es esencial para enriquecer
el proceso.

Ahora bien, es importante que los alumnos se interesen por resolver los problemas
planteados, y en este sentido los aportes de Brousseau (2007) respecto de las situaciones a-
didacticas nos brindan una herramienta a tener en cuenta, tanto en el momento de disefar la
actividad como en el momento de plantearlas en el aula.

A su vez, los docentes necesitamos ser investigadores en el aula para mejorar las practicas
educativas y la calidad de nuestras clases. La ingenieria didactica es una buena herramienta para
tal fin dado que “designa un conjunto de secuencias de clase concebidas, organizadas y
articuladas en el tiempo de manera coherente por un profesor-ingeniero, con el fin de realizar un
proyecto de aprendizaje para una poblacion determinada de alumnos” (Douady, 1995, p.61). ).
Este proyecto evoluciona segun las respuestas de los alumnos y en funcion de la seleccion de
actividades y decisiones del profesor. Asi, la ingenieria didactica es el producto resultante de un
analisis a priori pero también un proceso durante el cual el docente lleva a cabo ese producto
adaptandolo, si es necesario, a la dindmica de la clase.

Con relacién a los contenidos de los que nos ocuparemos, el concepto de derivada, como
muchos otros en matematica, es muy importante para entender el comportamiento de funciones,
sobre todo aquellas que intentan describir y modelizar algin aspecto de la realidad. Sin
embargo, en ocasiones los alumnos no llegan a ver o comprender esa importancia sobre la
aplicacion de la derivada y solamente ven el calculo de derivadas como un mero procedimiento

que deben aplicar en algunas situaciones - que no siempre identifican- o cuando lo solicita el
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profesor. Artigue (1995) afirma respecto a esto que los alumnos son capaces de aprender a
derivar en forma mecéanica, pero que muchas veces en realidad no entienden para qué lo hacen,
cual puede ser su utilidad préactica, y por lo tanto no se puede afirmar que sea un contenido que
sepan y posiblemente, al poco tiempo, lo olviden facilmente.

Es por ello, que en nuestra investigacion nos propusimos analizar si era posible lograr en
un grupo de estudiantes de 5to afio de escuela media, alumnos de la autora de esta tesis, un
aprendizaje significativo de la derivada y recta tangente a partir una secuencia didactica
compuesta por problemas de optimizacion de funciones disefiada para tal fin, apoyada en la

Teoria de Situaciones empleando la metodologia de la Ingenieria Didactica.
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CAPITULO 1: PROBLEMATICA, PREGUNTAS DE INVESTIGACION Y OBJETIVOS

1.1 PROBLEMATICA

A través de nuestro trabajo diario en el aula tenemos evidencias constantes de cuan complejos
resultan la ensefianza y el aprendizaje de la matematica en la escuela media, tanto para nosotros,
los docentes, como para los alumnos. Las recogemos a través de los comentarios que los mismos
estudiantes realizan durante las clases, acerca de lo dificultoso que les resulta comprender aquello
gue intentamos ensefiar, como también a través de las conversaciones que los docentes llevamos
a cabo en salas de profesores, 0 en las reuniones de trabajo orientadas, entre otras cosas, a pensar
estrategias para disminuir esos problemas en la comprension de los conceptos matematicos.

Douady (1995) sostiene que para un profesor, ensefiar representa la creacion de las
condiciones que generaran la apropiacion del conocimiento en el alumno y que para éste,
aprender quiere decir comprometerse en una actividad intelectual cuyo resultado final sera
disponer de un conocimiento con su doble rol: de herramienta y de objeto. “Para que haya
aprendizaje y ensefianza, es necesario que el conocimiento sea un objeto importante, casi esencial

de la interaccion entre el profesor y sus alumnos” (Douady, op. Cit., p.64).

Muchas de las dificultades que los alumnos encuentran para aprender matematica radican en la
baja significatividad que algunos contenidos tienen para ellos, en muchas ocasiones porque el
docente mismo no propicia los medios ni disefia sus clases de modo que esos contenidos les
resulten relevantes y necesarios para resolver situaciones problematicas reales y se establezcan

las conexiones de los nuevos contenidos con el bagaje de saberes previos que tienen los alumnos.
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Antoni Ballester (2002) enfatiza la idea de que “si ensefiamos de la manera como aprende el
alumnado, es decir de manera conectada y relacionada, la mayoria de los alumnos y alumnas
aprenderan. En caso contrario pueden aparecer dificultades en el aprendizaje” (p.12)

La importancia de la significatividad de un aprendizaje radica en que si un contenido es
incorporado de esa forma por un alumno, éste perdurara en su estructura cognitiva teniéndolo
disponible y/o pudiendo evocarlo para aplicarlo a situaciones que estén relacionadas a ese saber
directa o indirectamente. Por el contrario, si el contenido que se pretende que el alumno
comprenda y aprenda no tiene sentido o ldgica para él, y en consecuencia, no tiene
significatividad o ésta es muy baja, entonces tendera a rechazarlo y no se incorporara a su red de
conocimientos. En relacion a esto altimo, Ballester también agrega:

El aprendizaje es construccién de conocimiento donde unas piezas encajan con las otras en un

todo coherente. Por tanto, para que se produzca un auténtico aprendizaje, es decir un

aprendizaje a largo plazo y que no sea facilmente sometido al olvido, es necesario conectar la
estrategia didactica del profesorado con las ideas previas del alumnado y presentar la
informacion de manera coherente y no arbitraria, “construyendo”, de manera sélida, los
conceptos, interconectando los unos con los otros en forma de red de conocimiento. (Ballester,

op. cit., p.16)

Este mismo autor sostiene que un aprendizaje adquirido de este modo, significativamente,
predispone de manera favorable a los alumnos ya que aumenta su autoestima y motivacién, y

potencia su enriguecimiento personal.
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En opinién de algunos autores, una de las formas de lograr significatividad es que el docente
escoja, de entre las situaciones que llevara al salon de clases, aquellas que conduzcan a construir
conocimiento de manera tal que el alumno, en su actividad escolar, pueda reproducir, de cierta
manera, la actividad cientifica (Barreiro & Casetta, 2015, p.16). Esto implica que el alumno
trabaje con un problema o situacion tal como lo haria un cientifico investigador, es decir que lo
tome como propio -con la motivacién de hallar su solucion- poniendo en juego su creatividad y
utilizando todas las herramientas que tiene en su bagaje de conocimientos previos, lo que ocurrira
solamente si la actividad le resulta significativa y se involucra genuinamente con la tarea.

Para llevar adelante tal empresa, la Teoria de Situaciones Didacticas propuesta por Guy
Brousseau ofrece un modelo tedrico que responde a las intenciones mencionadas anteriormente.
Plantea que, a partir de situaciones adidacticas y cumpliendo con una serie de fases que el
docente procurard cumplir mediante la seleccion y aplicacion de una secuencia de actividades,
“los alumnos pueden ‘construir’ un saber que no les fue ensefiado y, en cierta medida, pueden
ponerlo en juego para resolver nuevos problemas” (Brousseau, 2007, p.114). Este mismo autor
sostiene que esta construccion involucrara también la articulacion y/o transformacion de saberes

antiguos que el alumno adquirié en su carrera escolar.

En este trabajo nos preocupa, en particular, la significatividad del concepto de derivada y
consideramos que el planteo y resolucion de problemas de optimizacion, que involucran el
calculo de derivadas y su relacion con la recta tangente a la grafica de una funcién en puntos de
su dominio de definicion, permite dar sentido a dicho concepto. Si se ensefia a derivar,
introduciendo un procedimiento que simplemente transforma unas funciones en otras y, luego se
dan ejemplos de su aplicacion, declamando su utilidad, sin incentivar al alumno para que la
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descubra, sera dificil que para él el concepto adquiera un sentido y se transforme en una

herramienta que necesita manejar para resolver situaciones problematicas. Artigue (1995) afirma:

Numerosas investigaciones realizadas muestran, con convergencias sorprendente, que si bien
se puede ensefar a los estudiantes a realizar de forma més o menos mecanica algunos calculos
de derivadas (...) y a resolver algunos problemas estandar, se encuentran grandes dificultades
para hacerlos entrar en verdad en el campo del calculo y para hacerlos alcanzar una
comprensioén satisfactoria de los conceptos y métodos de pensamiento que son el centro de

este campo de las matematicas (p. 97).

En pos de lograr un aprendizaje significativo de la derivada, se propone en este trabajo una
secuencia didactica basada en la teoria de situaciones, con el objetivo de ayudar a los alumnos a
que den sentido al concepto de derivada, a su relacion con la recta tangente y a sus aplicaciones,
a traves de la resolucion de una secuencia de problemas - de dificultad gradual - escogidos
convenientemente.

La secuencia fue aplicada, consideramos que exitosamente. Los alumnos con los que se
realizd la experiencia pertenecen a un 5to afio bachiller de una escuela secundaria privada del
barrio de Belgrano, Capital Federal, donde se desempefia como profesora de matematica la autora

de esta tesina.

1.2 PREGUNTAS DE INVESTIGACION

Los interrogantes que guiaron esta investigacion fueron los siguientes:
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¢Resultan significativos, para los alumnos, los problemas de optimizacion de funciones elegidos
para completar el aprendizaje del concepto de derivada? ;Son capaces de deducir por si mismos
procedimientos adecuados y eficientes para encontrar los extremos de funciones? ;Son capaces
luego de transferir los conocimientos adquiridos sobre la busqueda de extremos de funciones a la
resolucion de nuevas situaciones problematicas?

Para tratar de dar respuesta a estas preguntas se disefid la secuencia didactica que se presentara

en este trabajo.

1.3 OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

El objetivo general de este trabajo fue:

Estudiar la transferencia, a nuevas situaciones problematicas, de conocimientos sobre la
derivada mediante una propuesta didactica centrada en problemas de optimizacion, basada en
Teoria de Situaciones Didacticas y disefiada para tal fin.

Del cual se desprende como objetivo especifico:

Describir los desempefios, productos y procesos que se manifiestan a través del trabajo

realizado por los alumnos a partir de la aplicacion de esta propuesta didactica.
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CAPITULO 2: ESTADO DEL ARTE Y MARCO TEORICO

2.1 ESTADO DEL ARTE

Tanto el tema de la comprension del concepto de derivada, como el del aprendizaje
significativo de este concepto - y de otros contenidos matematicos relacionados con él - han sido
investigados ampliamente en las Gltimas décadas, dado que son de gran importancia en los

altimos afos de la escuela media y en los primeros de la educacion universitaria.

Sobre la comprension de la derivada existen varias investigaciones y documentos que hablan
de ello, y en particular nos hemos basado en algunos trabajos del ambito iberoamericano.

Uno de éstos es un trabajo realizado por el Dr. Crisélogo Dolores Flores titulado “Una
propuesta didactica para la ensefianza de la derivada” (Dolores Flores, 2000), motivado por la
vasta cantidad de estudiantes que, en cursos tradicionales del Céalculo Diferencial, no logran
comprender sus conceptos basicos, en especial el de derivada, de acuerdo con los resultados
obtenidos al finalizar un curso de Célculo Diferencial, principalmente en México pero con
resultados similares en otros paises. En el trabajo se sefiala que la mayoria de los alumnos pueden
obtener derivadas de funciones algebraicas mediante formulas, pero no llegan a entender el para
qué de esos algoritmos que realizan ni el significado de los conceptos. Tampoco consiguen
aplicar las ideas clave del Analisis Matematico a la resolucion de problemas basicos que
involucren fendmenos de variacion.

El autor propone en su proyecto de investigacion elaborar una propuesta didactica que

favorezca la comprension del concepto de derivada a través de la formacion de ideas
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variacionales, y en especial a través de la nocion de rapidez de la variacion. Esto lo llevo a cabo
con estudiantes del centro educativo del Estado de Guerrero de México. En su trabajo, Dolores
Flores expone las que, a su entender, son las causas de los problemas que se mencionaron
anteriormente y dieron origen a su propuesta. Una de esas causas, sostiene, es la organizacion de
los contenidos del programa de la asignatura, ya que observa gque existe en general una marcada
estructura formal donde predomina un enfoque abstracto con una débil relacion con los
fendmenos de variacion fisica. Esto también se ve en los textos de Calculo utilizados
habitualmente en la region, puesto que introducen el concepto de derivada siguiendo un enfoque
intramatematico dado que lo presentan como un concepto abstracto que pareciera que sélo existe
dentro de la misma matematica y que apenas se dan algunos ejemplos relacionados con la
realidad. Afirma Dolores Flores (2000):
Todo parece indicar que los textos sacrifican el desarrollo de ideas y significados de conceptos
basicos del Calculo Diferencial imponiendo el predominio del trabajo algoritmico. Como
complemento plantean la interpretacion geométrica de la derivada, pero ésta poco revela su
naturaleza ligada a la cuantificacion de la rapidez de la variacion. En la cuantificacion relativa
del cambio encuentra su razon de ser el concepto de derivada [y] los textos usuales en el

medio estan muy lejos de reflejar esta caracteristica fundamental del calculo (p.3).

Otra de las causas de la falta de comprension de los conceptos elementales del Calculo
Diferencial la halla el autor a partir de entrevistas que realizd con docentes de la materia del
centro educativo donde llevo a cabo su trabajo, ya que en ellas los docentes manifestaron que,

dadas las grandes diferencias en el nivel de partida de los estudiantes al comenzar el curso y a la
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gran cantidad de contenidos del programa, deben dedicar la mayor parte del tiempo de las clases
a explicar - usando en demasia el método expositivo de ensefianza - relegando la practica a un
tiempo mucho menor en comparacion con el anterior, por lo que poco se utilizan los métodos
participativos y los estudiantes no tienen un aprendizaje activo. Otra de las causas esta vinculada
a las dificultades de asimilacion de los nuevos conocimientos a los preexistentes, debido a las
preconcepciones Yy obstaculos epistemologicos que se generan en la estructura cognitiva de los
estudiantes. Finalmente, expone como una de las dificultades intrinsecas en la formacion del
concepto de derivada al conflicto que genera pasar de la idea de recta tangente con caracter
estatico, como lugar geométrico en la geometria euclidiana, a una idea de caracter dinamico
como sugiere el concepto de recta tangente en el Analisis Matematico a partir de las sucesivas
posiciones que van tomando las rectas secantes, puesto que les resulta dificil a los alumnos
comprender que realmente se obtenga la tangente por medio de este proceso infinito. Ademas, a
los estudiantes les cuesta aceptar que la tangente pueda cortar a la curva en otros puntos, ademas
de tocarla en el punto de tangencia, pues predomina la idea de la tangente a una circunferencia,
en que esto no sucede.

Analizando textos de Calculo Diferencial, el autor notd que habia dos grandes tendencias en
cuanto a la ensefianza de la derivada. En una predomina la estructura clasica del Analisis
Matematico donde al final se dan las aplicaciones practicas, mientras que en la otra el contenido
se genera a partir de la necesidad de resolver problemas practicos, de manera tal que los
conceptos basicos se forman a partir del problema de las tangentes o de su significado fisico.
Ambas tendencias suelen manifestarse con ciertas variantes que el autor llamé enfoques. En la

primera de las tendencias distingue:
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¢ el enfoque algebraico, donde se prioriza el trabajo con algoritmos, reglas de derivacion y
formulas;

¢ el enfoque numérico, en el cual abunda el uso de sucesiones numéricas y el concepto de
limite de sucesiones;

e el enfoque formal, en el que el orden de los contenidos es: nimeros reales, concepto de
funcién como caso particular de relaciones, la definicion de limite en términos de € y 8, una
definicion rigurosa de continuidad a partir de limite, y finalmente se arriba al concepto de
derivada;

¢ el enfoque infinitesimalista, a partir del estudio de infinitésimos;

¢ y el enfoque de la aproximacién afin local, en la que se introduce la derivada partiendo de
la idea de coeficiente direccional (pendiente) de la recta para definir la pendiente de la
secante y luego llegar a los conceptos de velocidad media e instantanea.

En la segunda tendencia mencionada por el autor, destaca esencialmente dos enfoques: el
geométrico y el variacional. En el primero de estos enfoques se parte de la necesidad de resolver
problemas de optimizacion donde los recursos algebraicos no son suficientes por lo que surge la
necesidad de calcular pendientes de tangentes en un punto y luego sigue una linea casi histérica
de la formacion del concepto de derivada a través del problema de las tangentes. En este enfoque
se prioriza el aspecto utilitario del calculo y el significado geométrico de la derivada y segun el
autor una de las ventajas de este enfoque es que se enfatiza el significado y la utilidad préactica
que la derivada tiene en la resolucién de problemas, aunque también comenta que, por
experiencia propia y la de otros profesores que se la transmitieron, el desarrollo de esta manera

insume mucho tiempo y deja poco para el desarrollo de otros temas.
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En el enfoque variacional, se propone tomar a la razon de cambio como el concepto
fundamental. Se considera como nucleo organizador a la idea de prediccion para conocer
cantidades por medio de variaciones y se sugiere presentar las ideas fundamentales en forma
significativa con un uso minimo del formalismo matematico y mediante el desarrollo de métodos
matematicos para cuantificar, describir y pronosticar cambios. Se parte de las razones de cambio
promedio del estudio de fendmenos de la vida cotidiana y se llega a la derivada como razén de
cambio instantanea a traves de la idea intuitiva de limite. En este ultimo enfoque se baso la
propuesta didactica del autor. El investigador realiza en primer lugar un trabajo exploratorio con
un grupo de alumnos para indagar sobre el estado de sus ideas variacionales luego de realizar un
curso tradicional de Calculo Diferencial. Las preguntas de opcion multiple involucran el concepto
de funcion, la nocion de velocidad media y el concepto de derivada. A partir de los resultados de
esta encuesta que arrojaron evidencias de que la mayoria de los estudiantes no tienen formadas
las ideas correctas sobre la derivada y no la relacionan con los problemas de variacién, el
investigador disefi6 la propuesta didactica que ofrece en su trabajo, estructurada en, considerando
al estudio de la variacién como el eje principal del que se desprende el concepto de derivada.
Dice el autor: “No se trata de ensefiar derivada porque es un concepto matemadtico interesante
sino porque resuelve muchos problemas de variacion” (Dolores Flores, 2000, p. 16).

Principalmente en la propuesta se trataron tres nociones fisicas: la variacion, la rapidez
promedio de la variacion y la rapidez instantanea de la variacion. Y a partir de ahi la propuesta se
disefid en tres fases:

e una preparatoria, donde partieron de la modelizacion de problemas sencillos de la fisica

donde se extraen los conceptos de variable y funcion, y se estudian sus propiedades basicas.
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e otra de formacion del concepto, que se inicia a traves de la rapidez de la variacion,
particularmente de la velocidad y aceleracion promedio. Luego se llega al concepto de
rapidez instantanea mediante una aproximacién intuitiva al concepto de limite y la
utilizacion de infinitesimales.

e y otra fase de fijacién, donde se amplia el concepto extendiéndolo a funciones que no
dependen del tiempo y asi introducir la definicion de derivada y la de funcién derivada que
se deducen, por medio de los diferenciales, y se utilizan las formulas y reglas bésicas de
derivacion, pero esencialmente en esta fase se resuelven problemas con la intencién de fijar
el concepto.

Al final de la aplicacion de la propuesta, analizaron mediante cuestionarios la influencia que
las ideas variacionales desarrolladas tuvieron sobre la comprensién del concepto de derivada
donde obtuvieron mejor resultado que los que mostraron el experimento previo al disefio de la
propuesta, ya que éstos Ultimos lograron construir el concepto a través de la propuesta a partir de

una aprendizaje mas activo, donde el alumno es protagonista.

Por otra parte, Diana Castillo Del Rosario y Victor Rivera Mancera (2004) también tratan el
tema en su tesis de Licenciatura para la Escuela Superior de Fisica y Matematica del Instituto
Politécnico Nacional de México, titulada “Algunos elementos para el aprendizaje significativo de
Calculo con un enfoque constructivista”. En este trabajo, los autores se propusieron disefiar
ejercicios y actividades — que llamaron elementos — para propiciar un aprendizaje significativo de
diversos contenidos de las materias Calculo 1 y Il de la institucion a la que ellos pertenecian. En

particular tienen un capitulo dedicado al concepto de derivada y su comprension, donde las
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actividades propuestas intentan evitar la mecanizacion y contribuir a que el alumno establezca
relaciones con conocimientos previos y con base en ellos construya los nuevos. Proponen
actividades para realizar tanto con lapiz y papel como a través de la computadora en especial
utilizando el programa Cabri Géometre II.

Concluyen en que el objetivo de lograr un aprendizaje significativo de contenidos de Calculo
fue alcanzado, ya que los mismos estudiantes observaron que aquellos compafieros que aprendian
a resolver problemas en forma mecéanica tenian luego dificultades para encarar nuevos ejercicios
mientras que esto disminuyd notablemente con la propuesta constructivista que ellos llevaron
adelante.

Sefialan que para llevar a cabo la propuesta fue imprescindible una buena predisposicion por
parte del alumnado a recibir la ensefianza de los contenidos de forma no tradicional, y que, si bien
lo que se aprende de este modo perdura, este tipo de trabajo lleva mas tiempo en comparacion

con la ensefianza tradicional.

Otro trabajo de investigacion relacionado con la problematica planteada en esta tesis, es el que
realizaron Silvia Vrancken, Adriana Engler y Daniela Miuller para la Facultad de Ciencias
Agrarias de la Universidad Nacional del Litoral (UNL) de la Provincia de Santa Fe, Argentina,
que titularon “Una propuesta para la introduccion del concepto de derivada desde la variacion”
cuyos analisis de resultados publicaron en la revista Premisa de la Sociedad Argentina de
Educacién Matematica (SOAREM) en el afio 2008.

Lo que hicieron fue preparar una secuencia didactica con el propdsito de facilitar la

construccion del concepto de derivada, asumiendo que el tratamiento y la conversion entre los

19

Tesista: Prof. Carolina Chavez. Directora: Lic. Silvia Seminara.



diferentes registros de representacion - numérico, coloquial, geométrico, algebraico - y el
desarrollo de ideas variacionales, como la nocion de la razon de cambio, pueden contribuir a ese
propdsito. Analizaron los errores y las dificultades que presentaron los alumnos en la resolucion
de las actividades, para indagar sobre las concepciones de los estudiantes sobre los conceptos de
velocidad promedio e instantanea, asi como los inconvenientes que se presentaron en el
tratamiento de funciones y la conversion entre distintos registros. Para ello elaboraron una
secuencia didactica cuyas actividades pretendian desarrollar habilidades relacionadas con las
variables, las funciones y la variacion. Dichas actividades se presentaron en distintos registros y
requerian las conversiones entre los mismos. Dividieron la secuencia en dos partes. En la primera
de ellas, las actividades propuestas demandaban el manejo de los conceptos de variable, funcion
y variacion de cada una de las variables involucradas y su resolucion pretendia la aplicacion de
destrezas como representar variables, evaluar y graficar funciones, cuantificar cambios por
medios numéricos, geométricos o analiticos y analizar el comportamiento de esos cambios. En la
segunda parte aparecen las razones de cambio y su representacion geomeétrica y en la resolucion
de las actividades se requerian habilidades para calcular cambios relativos - velocidad media e
instantanea - e interpretar la velocidad promedio como la pendiente de la recta secante y la
velocidad instantanea como la pendiente de la recta tangente.

La secuencia la llevaron a cabo con alumnos que cursaban Matematica Il en la carrera de
Ingenieria Agrondmica de la Facultad de Ciencias Agrarias de la UNL. Los alumnos trabajaron
de a pares. La actividad principal realizada en el aula fue el abordaje de los problemas
propuestos que los alumnos resolvieron mayormente sin la intervencién del docente a cargo de la

clase. En sintesis, la propuesta se basd en una introduccion intuitiva e informal al célculo
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diferencial y mediante la resolucion de los problemas se busco desarrollar ideas variacionales que
Ilevaran a la comprension de los conceptos fundamentales.

En cuanto a los resultados, las investigadoras sefialan que hubo actividades a los que la
mayoria de los alumnos pudo responder correctamente, mientras que a otras sélo un bajo
porcentaje de ellos pudo resolverlas sin errores, como por ejemplo aquellas en que debian
relacionar el valor de las pendientes de rectas secantes con los calculos realizados sobre variacion
0 aquellas en que debian hallar la velocidad en base a datos de la trayectoria.

Del analisis de las respuestas, las autoras concluyen que la formacion de las nociones de
variable, funcion y derivada se basan en la comprension de los procesos de cambio,
fundamentales para el desarrollo de un pensamiento y lenguaje variacionales, y que un pobre
desarrollo de esa compresion de los procesos de cambio no permitird la adquisicién de los
conceptos relativos al calculo. Sefialan que tal desarrollo no se consigue de manera instantanea,
sino que es imprescindible un proceso disefiado para tal fin. Analizaron ademas las dificultades
que tienen los alumnos para relacionar de manera correcta los diferentes registros de
representacion. Concluyen que la modalidad de trabajo que emplearon motivé a los alumnos a la
busqueda de sus propias estrategias de resolucion para los problemas planteados y que asi
lograron promover un aprendizaje mas activo, que condujo a aprender mediante la construccion y
la reflexién, ya que alentaron ademas la discusion de las diferentes formas de encarar los
problemas y motivaron la fundamentacién de las mismas pidiendo argumentaciones y

demostraciones de lo que los alumnos iban afirmando a lo largo de la secuencia.
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Otra de las experiencias analizadas es la de Alvarez M., Colorado T. y Ospina M. , que
realizaron una investigacion para la Universidad del Quindio, Bogota, Colombia, y publicaron
luego el trabajo “Una propuesta didactica para la ensefianza del concepto de derivada” (Alvarez
et al., 2013), en el que pretenden determinar la diferencia en el aprendizaje significativo del
concepto de derivada y reglas de derivacion, en dos grupos de estudiantes de Calculo Diferencial
de la Universidad del Quindio, en uno utilizando la estrategia didactica de ensefianza orientada
desde conceptos previos, recorrido histérico, fases real, simbdlica y conceptual y la resolucion de
problemas, y en el otro la estrategia didactica tradicional; el tipo de investigacion fue comparativa
y correccional. Se aplico la prueba t-student para comparar los resultados entre los dos grupos y
llegaron a la conclusion que la propuesta didactica disefiada en la investigacion consiguio que los
alumnos del grupo experimental entendieran mejor el concepto de derivada ademéas de que
despertaron en ellos un mayor interés por los temas abordados, logrando asi que el aprendizaje
sea significativo y no por simple reproduccién de los contenidos ensefiados mediante exposicion
del docente en clase.

Por otro lado, Gloria Sanchez Matamarros, Mercedes Garcia y Salvador Llinares (2008)
publicaron un articulo en la Revista Latinoamericana de Educacion Matematica. Estos autores
espafoles estuvieron motivados a escribir sobre el tema a raiz de las dificultades que presenta la
comprensioén de la nocién de derivada por parte de los estudiantes de Bachillerato -16 al8 afios -
y primeros afios de Calculo de la Universidad. En este escrito se analizan aportes hechos en otras
investigaciones en Educacion Matematica sobre el concepto de derivada y su comprensién. En

otras palabras, este trabajo es un estado del arte en si mismo sobre las Ultimas investigaciones del
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tema mencionado. El fin de los autores fue justamente identificar el conocimiento existente sobre
este tema hasta el momento. La revision que lleva a cabo este trabajo se ocupa de tres aspectos:
a) lo que se conoce sobre la comprension del concepto de derivada de una funcion en un
punto;
b) el papel que desemperia los sistemas de representacion;
c) las relaciones ldgicas que se establecen entre los conceptos matematicos que constituyen
la nocion de derivada
En este trabajo, no sélo se detallan los resultados de las investigaciones acerca de la
comprension del concepto de derivada, sino que también se muestra la manera en que los
investigadores han interpretado las formas de resolucion utilizadas por los estudiantes

describiendo de este modo las caracteristicas del proceso de aprendizaje.

Otra investigacion que merece ser mencionada y que inspird la metodologia del presente
trabajo, es el que realizaron Alicia Matassa, Mariana del Valle Pérez, Marisa Piraino y Ana
Sadagorsky para la Universidad Nacional de Rosario (UNR), Argentina (Matassa et al., 2011), en
el que proponen la resolucion de problemas como herramienta de aprendizaje de la matematica y
para ello llevaron a cabo una experiencia didactica con estudiantes de Ingenieria en la materia
Analisis Matematico Il aplicando la metodologia de la Ingenieria Didactica basada en la Teoria
de situaciones didacticas. Este trabajo formé parte dentro de un proyecto de investigacion mas
amplio que luego derivé en la publicacion de un libro por parte de la UNR pero en particular la
experiencia realizada por las autoras se expuso en la XI1I Conferencia Internacional de Educacion

Matematica llevada a cabo en Brasil en el afio 2011.
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El objetivo del trabajo propuesto por las autoras era lograr un aprendizaje significativo del
concepto de integral definida proponiendo un problema de Fisica que lo relacionara con el
concepto de trabajo. La intencién de las autoras fue que los alumnos llegaran a tener la necesidad
de plantear y resolver una integral para encontrar la solucion del problema propuesto y asi la
actividad resultara mucho mas motivante y significativa que si se la hubiera introducido de
manera tradicional.

Previamente se encargaron de precisar qué entendian por aprendizaje significativo o buen
aprendizaje - tal como mencionan las autoras en su trabajo - y arribaron a lo siguiente: “La
construccion de un buen aprendizaje tiene que ver con todo aquello que hace posible la obtencion
de aprendizajes duraderos en el tiempo y de facil transferencia a nuevas situaciones
problematicas” (Matassa et al., 2011, p.2)

En los resultados y conclusiones de la experiencia cuentan que sélo algunos alumnos pudieron
resolver el problema en primera instancia mientras que los demas lo lograron luego de recibir un
aporte a través de la discusion que generaron ellas entre los alumnos sobre las distintas formas de
abordaje surgida casi al final del encuentro en que realizaron la experiencia. Y que asi fueron
superandose los obstaculos y los errores de planteo, tras lo cual el ciclo de resolucion se reinicid
en esos casos, llegando a la solucion del problema a través del planteo de la integral definida tal
como era la intencién de las autoras. Destacan entonces que, si bien algunos alumnos lograron
resolver de manera autonoma el problema acudiendo a sus conocimientos previos de integral
definida y transfiriendo éstos a la resolucién de la situacion planteada, muchos otros lo
consiguieron luego del trabajo en equipo con sus compafieros, y/o con la guia de las docentes a

cargo que en ningun momento dijeron como debia resolverse el problema, sino que propiciaron
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que la estrategia surgiera de la discusion generada. En sus conclusiones las investigadoras
afirman que “para poder resolver un problema utilizando los conocimientos que [el alumno]
posee, éstos deben haber sido aprendidos significativamente y lo importante es el nexo entre la

estructura cognitiva del alumno y la nueva informacion que recibe” (Matassa et al., 2011, p. 8).

2.2 MARCO TEORICO: TEORIA DE SITUACIONES DIDACTICAS

La secuencia didactica que se propuso para cumplir los objetivos planteados en este trabajo se
basan en las ideas formuladas en la Teoria de Situaciones Didacticas que desarrolldé Guy
Brousseau. Por eso es que a continuacion las expondremos a fin de luego poder fundamentar la
secuencia didactica mencionada.

La Teoria de Situaciones Didacticas nace a fines de la década del 60 inspirada en el
pensamiento constructivista de Piaget puesto que se apoya en la idea de que el alumno aprende
por adaptaciones al medio, aunque Brousseau (2007) lo concibe de diferente manera a él.
Mientras que Piaget se refiere a la realidad que rodea al individuo, para Brousseau “el medio esta
formado por saberes disciplinarios, por situaciones matematicas que el alumno debe aprender”.

Entonces, los marcos conceptuales de uno y otro pertenecen a distintos dominios de

investigacion: psicologico, el de Piaget, y didactico, el de Brousseau. Ademas, oponiéndose al

desarrollo de la psicogénesis natural piagetiana, Brousseau propone una génesis artificial
donde se destaca el caracter intencional de la intervencion con fines de ensefianza” (Carnelli,

2005, citado por Barreiro y Casseta, 2015, p.16).
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Esta Teoria es un enfoque sistémico sobre los procesos de ensefianza y aprendizaje que se dan
dentro del llamado triangulo didactico formado por el docente, los alumnos y los conocimientos
gue se ponen en juego, prestando también atencion a las relaciones entre esas tres componentes.
Se puede decir que esta teoria analiza los procesos relacionados con la transmision y adquisicion
del conocimiento matematico intentando descubrir e interpretar cuales son, como asi también

producir situaciones adaptadas a los saberes y a los alumnos.

Segun Brousseau (1986), lo mejor seria que se llevaran adelante situaciones adidacticas, que
son aquellas en las que se hace hincapié en la autonomia del alumno que toma como propio el
problema que se propone, y es en su intencion de resolverlo por si mismo que esta adquiriendo un
conocimiento sin que el profesor intervenga en calidad de oferente de ese saber que quiere ver
aparecer con el planteo de dicho problema, sino que su tarea es simplemente ser un guia que
genere las condiciones necesarias para tal fin. Una de esas condiciones, y se podria decir que es la

principal, es la eleccidn sensata de los problemas. Brousseau (2007) afirma:

Esos problemas, elegidos de modo tal que el alumno pueda aceptarlos, deben lograr, por su
propio movimiento, que actle, hable, reflexione y evolucione (...) [pero] no habra adquirido
verdaderamente este conocimiento hasta no ser capaz de utilizarlo en situaciones que
encuentre fuera de todo contexto de ensefianza y en ausencia de cualquier indicacion

intencional (p. 31).

Con ese espiritu se escogieron los problemas de la secuencia didactica de este trabajo, de
manera tal que éstos movilicen a los alumnos a construir un saber - el de encontrar extremos de

funciones - y a su vez puedan reutilizarlos en otras situaciones problemaéticas. Cada problema
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escogido intentd hacer pasar a los alumnos por las 4 situaciones que caracterizan, a su vez, a una
situacion didactica, segun Brousseau: accion, formulacion, validacion e institucionalizacion,
aunque luego incorporé dos mas que Carnelli (2005) describe en su trabajo de investigacion

acerca de la funcién cuadratica: consolidacion y aplicacion.

La situacion de accidn se refiere a los movimientos del alumno por intentar resolver, con los
recursos que ya tiene, el problema propuesto. Aqui es donde el alumno examina la situacion
problematica que se le planteo, busca en su bagaje de conocimientos aquellos que creen que le

seran (tiles y los reorganiza en su estructura mental.

La situacion de formulacién hace referencia al planteo de la o las estrategias que el alumno
elige para lograr su objetivo. Aqui el estudiante también intercambia informacién con sus
compafieros para ponerse en contacto con otras formas de resolucién que luego se llevaran a un

debate en clase.

En la situacion de validacion el alumno, en el debate mencionado anteriormente, trata de
justificar y argumentar lo que planted en la etapa anterior en la que puede descubrir que sus
caminos fueron los correctos, 0 no, y en ese caso es necesario volver a las etapas anteriores. Esta
fase es sumamente importante porque da lugar luego a la institucionalizacion del conocimiento

que dio lugar la resolucion de dicho problema.

En la situacién de institucionalizacion reaparece explicitamente la intencionalidad didactica
puesto que esta instancia esta a cargo del profesor y es su momento de control. Aqui es donde se
pone de manifiesto el o los conocimientos que surgieron de las etapas anteriores, y éstos pasan a

ser un saber cultural que el alumno tendra disponible para ser reutilizado en futuros problemas.

27

Tesista: Prof. Carolina Chavez. Directora: Lic. Silvia Seminara.



Esta etapa es la que mas se parece a la clase tradicional donde el docente ensefia un contenido,

puesto que es él quien resalta el conocimiento que se aprendio.

En las situaciones de consolidacién es cuando se intenta que el alumno relacione los
contenidos aprendidos con la estructura conceptual que posee y se manifiesta a través de la

practica. Se trata de fijar el conocimiento aprendido.

Y por altimo, en las situaciones de aplicacion, los alumnos deberan emplear los conocimientos
y el lenguaje que acaban de adquirir a otras situaciones problematicas diferentes de las anteriores,
es decir transfiriendo lo aprendido a la resolucién de otros problemas. Las situaciones de
aplicacion son las que permiten detectar el grado de significatividad del nuevo contenido que se

aprendié midiendo su nivel de funcionalidad.

Otro concepto importante dentro de la Teoria de las Situaciones Didacticas es el de contrato
didactico que es el que regula implicitamente las interacciones entre docente, alumno y saber
dentro de una situacion didactica. Son aquellas reglas que, sin proclamarse de manera explicita,
tanto docente como alumno conocen - por ejemplo, el alumno sabe que su profesor eligié un
problema para que él aprenda algo aunque desconozca cual es ese contenido que surgira de esa
actividad y a su vez el docente, espera que el estudiante actte en funcion de las consignas que
dio-. Dicho contrato no es estatico sino que va transformandose a lo largo del desarrollo de una
situacién didactica, que contiene dentro una situacion adidactica. Este contrato didactico va
pasando por rupturas y/o reelaboraciones que tienen que ver con lo que cada actor va esperando

del otro en el trascurso de la secuencia.

CAPITULO 3: ASPECTOS METODOLOGICOS
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3.1. INGENIERIA DIDACTICA

La ingenieria didactica que surgid en la ensefianza de la matematica a principios de la década
del 80, Artigue (1995) la define como “una forma de trabajo didactico equiparable con el trabajo
de un ingeniero quien, para realizar un proyecto determinado, se basa en los conocimientos
cientificos de su dominio y acepta someterse a un control de tipo cientifico” (p.33). Es un tipo de
investigacion-accion la cual es a la vez una metodologia de ensefianza - un producto - y una
metodologia de investigacion— un proceso - y nace asociada a la Teoria de las Situaciones
Didacticas. La ingenieria didactica se caracteriza por poseer en un esquema experimental basado
en el disefio, realizacion, observacion y analisis de secuencias de ensefianza aplicados sobre el
grupo de alumnos que se quiere estudiar. Al decir de Godino (2013), “se trata del disefno y
evaluacion de secuencias de ensefianza de las matematicas tedricamente fundamentadas, con la
intencion de provocar la emergencia de determinados fenomenos didacticos, al tiempo que se
logra elaborar recursos para la ensefianza cientificamente experimentados” (p.7).

Para llevarla a cabo se deben cumplimentar 4 etapas:

e Analisis preliminares: donde se deben tener en cuenta los aspectos didacticos y
epistemoldgicos del contenido como asi también los aspectos cognitivos de la poblacion a
la que se dirige la ingenieria didactica.

e Anélisis a priori: en el cual se disefia la secuencia a ensefiar y se detallan las tareas,

tiempos, rol del docente, anticipacion de posibles respuestas y errores, etc. Se fundamenta
en forma tedrica la secuencia. En esta etapa los analisis preliminares son insumos para el

disefio de la secuencia.
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e Experimentacion: en esta etapa se lleva a cabo en clase la secuencia y se toman los datos

necesarios para la fase siguiente.

e Analisis a posteriori: aqui es cuando se analiza la informacion recogida y se la contrapone

con el andlisis a priori. Es cuando se produce el proceso de validacion interna y se obtienen

conclusiones.

Para llevar a cabo los objetivos de este trabajo se eligid la metodologia de la ingenieria
didéctica, recién descripta, basada en los conceptos de la Teoria de Situaciones Didacticas que se
desarrollaron en el marco tedrico. Es por eso que a continuacion se detallaran los analisis -fases-
definidas anteriormente, propias de una ingenieria, pero en relacion a la finalidad de la propuesta

de esta tesis.

3.2. ANALISIS PRELIMINARES

A continuacion se pormenorizaran los analisis propios de esta fase de la ingenieria didactica
en funcion de los objetivos descriptos anteriormente en el Capitulo 2. Estos andlisis preliminares
guiaron el andlisis a priori a partir del cual se disefi6 la secuencia didactica que luego se llevé a

cabo en la fase de experimentacion.

3.2.1. ANALISIS EPISTEMOLOGICO
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El concepto de derivada es primordial en el Andlisis Matematico, tanto por la importancia de
sus aplicaciones como por su centralidad, conjuntamente con el concepto de integral, en el
desarrollo de todo el Calculo Infinitesimal.

Hoy en dia, y desde hace varios afios, se estudia este concepto basico en los ultimos afios de la
escuela media y en los primeros afios de ciertas carreras universitarias, para luego reaparecer
constantemente en las asignaturas de los niveles superiores de muchas carreras universitarias,
cada vez que se estudien procesos dinamicos.

La derivada de una funcion — de una sola variable independiente - mide la rapidez con la que
cambia el valor de dicha funcion, respecto del cambio de valor de la variable independiente.

Segun la simbologia actual, esta definicidn se expresa asi:

Sea f:Df SR — R ya € Dy. La funcion f es derivable en x = a, si existe el siguiente

limite: lim L&2~/@

x—-a xX—a

A este limite, cuando existe, se lo expresa como f'(a) que se denomina “la derivada de f

2

ena’.

Equivalentemente, llamando h o 4x a x-a, el numerador queda como f(a+4x) - f(a) -también

indicado 4y —y la derivada puede expresarse como el limite de un cociente incremental:

. fla+4x)—f(a) . Ay
lim = lim —
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

Cualquiera de estas definiciones se utiliza hoy en dia en las clases de Analisis Matematico y

aparecen en los libros de texto actuales.
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Sin embargo, transcurrieron muchos afos, desde la génesis del concepto, hasta su definicion
como limite del cociente incremental. Es mas: los conceptos fundamentales del Calculo no
surgieron, cronolégicamente, en el orden en el que hoy se ensefian — limite, derivada, integral -
sino que se puede afirmar que fue al contrario, ya que las ideas del Calculo Integral se
desarrollaron con anterioridad a las del Calculo Diferencial, en el cual el limite fue uno de los
altimos conceptos importantes del calculo en formalizarse.

Ponce Campuzano (2015) dice que “historicamente, podemos describir cuatro etapas en el
desarrollo del concepto actual de derivada. Primero, la derivada se utilizo, después se descubrio,
posteriormente se explord y desarrollé y, finalmente se definié” (Ponce Campuzano, op. cit.,
p.7). Con esto quiere decir que lo que hoy conocemos como derivada primero se utilizé - aunque
no con ese nombre - para resolver problemas puntuales, especificos. Luego se vislumbro que
habia un concepto general detras de esos usos y esto podemos considerarlo como el inicio del
Célculo. Después, muchas propiedades de la derivada fueron expuestas y desarrolladas en
aplicaciones matematicas y fisicas, pero recién después de un tiempo se la definié en forma
rigurosa.

A continuacion se desarrollard en forma sintética la historia del desarrollo del concepto de
derivada.

El descubrimiento de la derivada - y del calculo infinitesimal - se atribuye en forma
practicamente simultanea a Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)
hacia fines del siglo XVII.

Como ya se dijo, las ideas no surgieron en el mismo orden en que hoy se estudian. Primero, la

idea de integracion aparece como un proceso de adicion ligado a la busqueda de areas, volimenes
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y longitudes de arco. Maés tarde, la diferenciabilidad surge en conexion con problemas de
tangentes de curvas y con cuestiones de maximos y minimos de funciones. Y ain mas tarde se
observo que la integracion y la diferenciabilidad estan relacionados como operaciones inversas.

Aunque la mayor parte de esta historia sucede en el siglo XVII, debemos rastrear su origen en
la antigua Grecia, alla por el siglo V a.C. Los griegos definieron a la recta tangente como aquella
que toca a una curva solamente en un punto pero no la corta. Pero esa definicion solo es correcta
para la circunferencia ya que no funciona para todas las curvas, aunque sabian trazar la tangente
para algunas curvas. Por ejemplo, en el siglo Ill a.C., Apolonio de Pérgamo (262-190 a. C.)
definid la tangente a una seccion conica y sabia trazarla en cada caso. Las técnicas para el calculo
de tangentes se limitaban al campo de la geometria. Arquimedes (287-212 a. C) sabia trazar las
tangentes a su espiral pero se estima que para hacerlo penso el problema desde un punto de vista
cinematico, hallando la direccién del movimiento de un punto que genera la espiral.

Asimismo, se puede decir que otro indicio de que los griegos se acercaron a las ideas actuales
del célculo, es a través del método de exhaucién de Eudoxo de Cnido (408-355 a.C.) que también
podria llamarse método de agotamiento puesto que la idea es que toda magnitud finita puede ser
agotada mediante la substracciéon de una cantidad determinada y asi lograr arribar al resultado
buscado aumentando el grado de precision del mismo acercandose tanto como se quiera, que
seria el equivalente al paso al limite actual. El ejemplo mas famoso donde se aplicé este método
es el procedimiento que usé Arquimedes para hallar una aproximacion del numero =, en el cual se
acerca al area del circulo y a la longitud de la circunferencia a través de poligonos inscriptos y
circunscriptos a ella, y de esa manera agota el circulo. Es decir que, en manos de Arquimedes, el

método de exhaucion se convierte en un poderoso instrumento infinitesimal, rigurosamente
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I6gico, que le permite demostrar numerosos resultados sobre cuadraturas, cubicaciones y centros
de gravedad, que hoy obtenemos con nuestras integrales. Uno de ellos es la conocida cuadratura
del segmento parabdlico (Collete, 2006).

Muchos historiadores consideran a Arquimedes como el verdadero artifice del Calculo
Infinitesimal. Sin embargo, hay ingredientes esenciales de lo que es el Céalculo Infinitesimal que
estan ausentes en la obra de Arquimedes. Por ejemplo, elude el paso al limite con la doble
reduccion al absurdo del método de exhaucion, y carece de una formulacion de procedimientos
generales para resolver problemas analogos; tampoco hay en la obra de Arquimedes siquiera un
bosquejo de clasificacion de los problemas, sino que a raiz de no manejar algebra simbolica sino
geométrica, la manera de abordar cada problema depende de la estructura geométrica particular
del mismo. Tampoco se observa en su trabajo un reconocimiento de la relacion de las cuadraturas
con las tangentes.

Recién en el siglo XVI, los matematicos vuelven a ocuparse del trabajo de los griegos respecto
a los procesos de variacion para solucionar problemas que se plantearon desde la mecanica, y asi
es que retoman los aportes de Eudoxo y Arquimedes acerca del método de exhaucion para hallar
areas bajo curvas. En esta parte de la historia aparecen matematicos como-Galileo (1564-1642),
Kepler (1571-1630), Huygens (1596-1695), Descartes (1596-1650), Cavallieri (1598-1647),
Fermat (1601-1665), Wallis (1616-1703), Pascal(1623- 1662) y Barrow (1630-1677) entre otros.
Durante este periodo va creciendo el rigor matematico con el que se formalizan los conceptos que
van surgiendo y descubriéndose, distinto al usado por los griegos que era geométrico. Se buscan
nuevas formas de demostrar los procesos matematicos diferentes a los del algebra y la geometria

y se estudian las relaciones del movimiento, &reas bajo curvas, recta tangente y maximos y
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minimos como procesos de variacion. Durante este periodo la intuicion como razonamiento
matematico era muy importante y se destaca el trabajo realizado por Fermat. El desarrollé un
método para calcular maximos y minimos que data aproximadamente de la década de 1630, que
lo explica a partir de un problema simple, que incluso se utiliza hoy en dia — con alguna variante -
para introducir problemas de optimizacion. Esta idea la pensé antes de que nacieran Newton y
Leibniz, a quienes, como ya se dijo, se consideran los verdaderos padres del céalculo diferencial e
integral. El problema analizado por Fermat era el siguiente: dada una linea, dividirla en dos partes
de tal manera que el producto de sus partes sea un maximo. En su resolucion (Collete, 2006, p.28;
Ponce Campuzano, 2015, p. 11), utiliza un término que él llama E, el cual hoy en dia puede
considerarse como un infinitésimo, y en el proceso de resolucidn realiza un paso al limite, aunque
aln no se conocian estos dos conceptos. Tampoco supo relacionar su método de busqueda de
extremos con la forma de calcular una recta tangente. Lo que Fermat realiz6 fue un caso especial
de lo que mas tarde se convertiria en un concepto mas general: el de la derivada, aunque €l no lo
supiera, pero de todos modos puede considerarse que el desarrollo de Fermat fue un gran avance
puesto que conjeturé un método funcional que producia resultados precisos.
Durante el periodo previo a los desarrollos de Newton y Leibniz, afirma Ponce Campuzano:
[E]l contexto fisico prepar6 el camino para el establecimiento de algunas propiedades de la
derivada y para la introduccion del concepto de cambio dentro de las matematicas. Sin
embargo, la principal motivacion para el concepto general de derivada no se origind en la
fisica. La idea principal de la derivada, asi como sus aplicaciones, se originé para resolver

problemas en un contexto geométrico (Ponce Campuzano, op.cit., p.15).
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Luego del trabajo de Fermat, la derivada (que aun no estaba definida en forma precisa) se
seguiria desarrollando gradualmente, aunque adn sin encontrar métodos generales de calculo
dado que en general los matematicos predecesores a Newton y Leibniz se preocupaban mas que
nada por encontrar soluciones a problemas especificos. Dice Collete (2007) con respecto a
Newton y Leibniz:

[FJueron los primeros que estudiaron los problemas del analisis infinitesimal elaborando un

método general y nuevo, aplicable a muchos problemas. La notacion algebraica y las técnicas

que utilizaron les permitieron no sélo emplear una herramienta méas eficaz que la de la
geometria, sino también estudiar diversos problemas de geometria y fisica mediante el mismo

método general (Collete, op. cit., p.100).

Newton y Leibniz aprovechando los métodos existentes para el calculo de tangentes, extremos
y areas, forjaron dos conceptos mas generales donde incluian lo ya conocido, que son los que
actualmente conocemos como integral y derivada. Newton Ilamo fluxion a su derivada, la cual
consideraba como la razén de flujo o cambio, y Leibniz la consideraba como una razén de
diferencias infinitesimales y la llam6 cociente diferencial. Ambos, de forma independiente,
pudieron argumentar la relacion entre la derivada y la integral -a la que Newton llamé fluente -
descubriendo que son conceptos inversos.

Ademas, desarrollaron una notacién que hizo méas simple el uso de estas dos ideas. Por
ejemplo, Newton usaba x mientras que Leibniz empleaba dy/dx. Aunque de todos modos aun les
faltaba rigor en sus justificaciones debido a que no habia todavia un claro concepto de limite y

funcién. Esa carencia de rigor, trajo algunos cuestionamientos de los matematicos de la época, sin
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embargo dado que ambos confiaban en la coherencia, eficacia y fecundidad de sus resultados,
ninguno de los dos tuvo algun reparo en continuar con sus investigaciones a pesar de esa falta de
rigurosidad (Mateus Nieves, 2011).

Se puede decir que la definicion de derivada, tal como hoy se estudia y aprende, se debe a las
contribuciones de Lagrange (1736-1813), Cauchy (1789-1857) y Weierstrass (1815-1897). Ellos
fueron los que aportaron la rigurosidad que faltaban a las definiciones y a las demostraciones.
Aunque antes, también, fueron importantes los trabajos de Taylor (1685-1731), Euler (1707-
1783) y MacLaurin (1698-1746).

Lagrange fue el primero en hablar de funcion derivada y utilizar la notacion 7, /', etc que hoy
en dia usamos y su definicion se acercaba a la definicion actual a partir de limite, aunque cometio
algunos errores que Cauchy corrigid, mejorando asi la definicion y los métodos empleados por
Lagrange para probar resultados vinculados al concepto. Se considera también que Cauchy fue el
primero en dar una demostraciéon analitica del famoso Teorema Fundamental del Céalculo que
vincula los conceptos de derivada e integral. Luego del trabajo de Cauchy, el calculo diferencial e
integral avanzaron con una base mas solida y formal, con definiciones méas precisas y con
teoremas cuyas demostraciones estaban apoyadas en esas definiciones.

Pero fue Weierstrass quien introdujo la definiciéon actual, usando el delta (8) y el épsilon (¢)
con el fin de que sus alumnos pudieran entender mejor el concepto de derivada. De hecho su
trabajo nunca se publicé sino que se hizo famoso en Europa gracias a la difusion de sus alumnos,

entre ellos Schwartz y Cantor, por solo mencionar algunos.
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A modo de conclusion, diremos que desde Fermat a Weiestrass hay doscientos afios de
diferencia, aproximadamente, que fue el periodo de tiempo donde se desarrollé el concepto de
derivada hasta llegar a la definicion moderna. A modo de sintesis:

Primero, Fermat utiliz6 la derivada de manera implicita. Después, Newton y Leibniz la

descubrieron. Mas tarde Taylor, Euler y Maclaurin, entre otros, la desarrollaron. Lagrange la

nombro y la caracterizd. Solo hasta el final de este largo periodo de desarrollo, Cauchy y

Weierstrass la definieron de manera sistematica (Ponce Campuzano, op. cit., p.30).

Conocer la evolucidn historica de este concepto tan importante y que es el eje central de este
trabajo, ayuda a su comprension puesto que muestra la creatividad y el trabajo arduo de los
matematicos que se dedicaron a estudiar la derivada y como surgio el concepto puede orientar al

docente sobre como encarar el concepto en el aula.

3.2.2. ANALISIS DIDACTICO

En esta seccion analizaremos cémo se aborda el tema de la aplicacién de la derivada a la
optimizacion de funciones en distintos libros de texto-de uso habitual en la escuela media, para de
este modo esbozar un panorama de cdmo se ensefia, en general, este contenido en las escuelas.

Los libros que se analizaran son:

1) Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales. 2° Bachillerato. Martinez-Mediano, J. y

Cuadra Lépez, R. Espafia: Editorial Mc Graw Hill. 1997.
2) Analisis 2. Matematica Polimodal. Altman, S.; Comparatore, C. y Kurzrok, L. Buenos

Aires: Editorial Longseller. 2005.
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3) Matematica 3. Itzcovich, H. y Novembre, A. (coordinadores). Carnelli, G. y Lamela, C.
Buenos Aires: Tinta fresca ediciones. 2006.
4) Nueva carpeta de matematica VI. Cuadernillo 4: Andlisis matematico Il. Schaposchnik, R

(coord.). Abdala,C.; Garaventa, L.;Turano, C. Buenos Aires: Aique Grupo Editor. 2007.

Andlisis del primer libro (Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales. 2° Bachillerato):

En este texto el capitulo 7 se titula “Aplicaciones de la derivada al estudio de funciones.
Optimizacion” y estd a continuacion del capitulo “La derivada”. Es decir, muestran en forma
separada las aplicaciones y no forma parte de la seccién anterior. Aunque, por supuesto lo
vinculan con todo lo expuesto en el capitulo precedente.

El capitulo en cuestion comienza anunciando los objetivos y procedimientos para
cumplimentar los mismos. El primer objetivo es profundizar en el concepto de derivada a partir
de algunas aplicaciones, y la lista sigue con objetivos relacionados a la busqueda de maximos y
minimos y a la resolucion de problemas de optimizacién. Lo que realizan previamente es, como
se muestra en la Figura 3.1, analizar en qué puntos la funcién crece, decrece o toma sus valores
maximos y minimos y como se comporta la recta tangente a dicha curva en los puntos sefialados.
Luego, sin mediar ninguna actividad que sirva para reflexionar lo observado, se pasa a enunciar
los teoremas sobre el signo de la derivada primera y su relacion con tipo de monotonia de la
funcién en un punto especifico. Posteriormente, se exhiben las demostraciones de estos teoremas
en forma sencilla a partir de la definicion de actual de derivada como limite del cociente
incremental. Seguidamente, se dan ejemplos de los teoremas demostrados para luego definir

méaximos y minimos a partir del criterio de cambio de signo de la derivada primera y su anulacién
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0 no existencia en dichos puntos, definiendo asi el concepto de puntos criticos. Luego se dan
ejemplos de funciones que cumplan las diferentes situaciones explicadas y se enuncia una serie
de pasos para hallar extremos de funciones y como realizar la grafica de curvas a partir de la

derivada primera, se da un nuevo ejemplo y finalmente se proponen ejercicios de aplicacion.

Considera la funcion f(x) dada por la siguiente grafica:
y
.

v

a xn b 4 X d
Crece Decrece Crece
- > - > - >
Figura 3.1

Inmediatamente, el texto continta con las aplicaciones de la derivada segunda: relacion con la
concavidad y puntos de inflexion, y el segundo criterio para determinar extremos. De nuevo se
dan ejemplos aplicados a funciones concretas para mostrar todo lo enunciado anteriormente y
luego aparece la seccion 4 cuyo titulo es “Problemas de optimizacién” donde a partir de una
situacién problematica concreta se explica directamente cémo usar la derivada en estos casos.
Seguidamente, se proponen ejercicios para que los alumnos resuelvan solos aplicando todo lo
expuesto. Se puede decir entonces que el tratamiento dado al tema por este texto es lineal y con
una tendencia notablemente conductual ya que se exponen los contenidos de manera tradicional -
explicacion, ejemplo, ejercicios - sin dar lugar a la reflexion del alumno, sino que se los presenta

de manera acabada.
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Analisis del sequndo libro (Analisis 2. Matematica Polimodal)

En este libro, y en general toda la serie a la cual pertenece, la forma de presentar la mayoria de
los contenidos es constructivista, y se trata de que el alumno arribe al concepto principal de cada
unidad a partir de actividades que generen la construccién del mismo. Casi todos los capitulos
comienzan con un problema disparador y es en la bldsqueda de la respuesta del mismo que el
alumno se va acercando de a poco al conocimiento que se quiere introducir.

Sin embargo, no sucede eso en la seccidn que se encarga de las aplicaciones de la derivada. De
hecho, al igual que en el texto anterior, esta separado de la unidad donde se introduce el concepto
de derivada - el cual se hace a partir de un problema de calculo de velocidades-. La propuesta de
este capitulo es idéntica a la del texto que se analizd anteriormente, donde a partir de un grafico
se pide analizar en qué intervalos la funcién crece o decrece y en qué valores alcanza algun
extremo. La diferencia con el libro anterior es que en éste, si bien se propone analizar también
una funcion continua, la curva presenta un punto anguloso, donde no existe la derivada, como se
observa en la Figura 3.2, y eso lo hace un poco mas interesante que el texto anterior. A medida
que se va resolviendo el ejercicio propuesto se van extrayendo conclusiones que luego se
convierten en definiciones, que se destacan con recuadros y otro color de letra.

Finalmente se enuncian los teoremas que se refieren al crecimiento o decrecimiento de una
funcién y su relacion con signo de la derivada. Luego de desarrollar todo lo referido a la derivada
segunda y su relacién con el grafico, se dan mas ejemplos resueltos de estudios completos de
funciones, para finalizar el capitulo con unos pocos ejemplos de problemas donde se requiere la

modelizacién y la posterior optimizacién de la funcion correspondiente. Llamativamente, de la

41

Tesista: Prof. Carolina Chavez. Directora: Lic. Silvia Seminara.



vasta cantidad de ejercicios propuestos, solo un numero muy pequefio son problemas de

optimizacion.

Una funcion f(x) tiene el siguiente grafico:

A

Figura 3.2

Analisis del tercer libro (Matematica 3)

Este texto contiene un capitulo muy amplio que se llama Limites y derivadas que tiene
subsecciones. Una de ellas esta titulada Estudio de funciones a continuacion aparece otra cuyo
titulo es Problemas de optimizacion.

En la primera de estas subsecciones mencionadas, también se introducen los teoremas que
relacionan los signos de 7~ a partir del analisis del grafico de f, que es continua, y que posee
intervalos donde la curva crece, decrece y tiene maximos y minimos, donde también aparece un
punto anguloso, como se muestra en la Figura 3.3. Una diferencia respecto de los graficos
propuestos por los textos anteriores es que se aclara que la funcién esta definida solamente en un
intervalo y no para todos los nimeros reales, como sugieren los otros graficos. Debajo de dicho
grafico se va respondiendo lo pedido y analizando lo que sucede, para luego enunciar los
teoremas relacionados con la derivada primera y el comportamiento de la funcion, tal como en

los textos anteriores. Lo curioso es que en este texto no se desarrolla lo relacionado con el criterio
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de la derivada segunda y se pasa directamente a la seccion “Problemas de optimizacion”, donde
se retoma un problema que se plante6 al inicio del capitulo, anunciandose que durante el
desarrollo del mismo se adquiriran las herramientas que permitirian encontrar su resolucion. Cabe
sefialar que el problema propuesto lleva a plantear una funcién cuadratica, pero no se muestra que
podria haberse resuelto también pensando en que el extremo se localiza en el vértice de la
parabola, sino que se propone la resolucion del problema aplicando lo expuesto en la subseccion
anterior acerca de la basqueda de extremos aplicando la derivada primera, sin tener en cuenta que
los alumnos ya poseian herramientas mas sencillas para resolverlo. Posteriormente, se proponen
problemas para que el alumno resuelva pero la dificultad de planteo y resolucion es muy similar
al ofrecido como ejemplo — conducen también a funciones cuadraticas - con excepcion de uno
que llevaré al planteo de una funcion en el que aparecera una raiz cuadrada.

Con todo lo analizado anteriormente, se puede concluir que este texto no invita al alumno a
pensar distintos tipos de problemas sino que su proposito se limita a que éste mecanice un
procedimiento y lo replique varias veces mediante los problemas propuestos de consignas muy

parecidas.

EL grafico que sigue corresponde a una funcion f: [-5,11] — R.

/ N
1/ \\ : /1/ : \\ >
B L L e G0 -
S R T e e S L s S e S
Figura 3.3
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Analisis del cuarto libro (Nueva carpeta de matematica VI. Cuadernillo 4: Analisis matematico I1)

Este texto tiene la particularidad de estar dividido en cuadernillos que tienen contenido
mayoritariamente practico, con una minima cantidad de elementos teoricos: la necesaria para
resolver los ejercicios propuestos que, incluso, pueden desarrollarse en el mismo cuadernillo, que
puede utilizarse entonces como carpeta de clase.

Uno de estos cuadernillos, el numero 4, lleva el titulo “Analisis matematico II” porque es la
continuacion del cuadernillo anterior donde se desarrollaron los conceptos de limite y derivada, y
aqui se tratan las aplicaciones de la derivada al estudio de funcion y el concepto de primitiva.

Respecto de las aplicaciones de la derivada, el cuadernillo comienza con ejercicios de revision
de las reglas de derivacion y otros que incluyen graficos de funciones para que se analice la
monotonia de las mismas, pero sin establecer aun relacion alguna con conceptos de derivada y
recta tangente. En el quinto ejercicio se muestra la grafica de una funcion cubica que se da de
manera explicita— sin explicar como se obtuvo el grafico. De manera similar a lo que ocurre en
todos los textos analizados con anterioridad, las consignas promueven pensar en el signo de las
pendientes de las rectas tangentes en los intervalos donde la funcion crece, decrece o alcanza un
maximo o un minimo, pero inmediatamente, sin ninguna consigna que invite a reflexionar sobre
las respuestas, se procede a enunciar los teoremas relacionados al crecimiento o decrecimiento de
una funcién segan el criterio de la derivada primera. A continuacién se explica como hallar un
maximo o un minimo a partir de dichos teoremas y luego se ofrece un Gnico ejemplo resuelto con
detalle, haciendo uso de lo que se enuncié anteriormente, pero aplicado nuevamente a una

funcién polinémica de tercer grado. Sefialemos que en los textos analizados en primero y
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segundo lugar se ofrecen tambien ejemplos de funciones discontinuas con presencia de asintotas
verticales, horizontales u oblicuas.

Luego se dan los elementos necesarios para analizar la concavidad de una funcion a partir de
la derivada segunda, exponiendo también el criterio de f” para la determinacion de extremos, y a
continuacion se pasa a la resolucién de problemas de optimizacion. El primer ejemplo ofrecido
corresponde, como en el tercer libro, a una funcion cuadratica y se lo resuelve aplicando el
criterio de la derivada primera, sin reflexionar sobre el hecho de que también podria haberse
resuelto con lo que los alumnos ya saben sobre la funcion cuadratica y sus caracteristicas. Los
siguientes problemas propuestos para que el alumno ejercite lo aprendido tienen dificultad similar
en su planteo, aunque en algunos casos la resolucion requerira el planteo de una funcién cuabica,
racional homografica o, a lo sumo, una funcion irracional, vale decir que requiera de alguna raiz

cuadrada en su formula.

Conclusiéon general:

Luego de haber analizado esta muestra de textos de uso en la escuela media, donde aparecen
las aplicaciones de la derivada a la blasqueda de extremos de funciones y a problemas de
optimizacion, tema de interés de este trabajo, se puede afirmar que la tendencia de los mismos es
conductista, ya que se le cuenta al alumno de forma explicita cobmo resolver esas situaciones
problematicas sin permitir que él indague qué herramientas y conocimientos de los que ya posee

le seran Utiles a la hora de hallar la respuesta o solucion correcta y adecuada a cada situacion.
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3.2.3. ANALISIS COGNITIVO

El grupo de estudiantes con el cual se llevo a cabo la aplicacion de la secuencia didactica, que
han sido alumnos de la autora de esta tesina durante los afios 2014 y 2015 en que cursaron cuarto
y quinto afios de su escuela secundaria, presenta las siguientes caracteristicas:

e Esta formado por 36 adolescentes, 19 mujeres y 17 varones.

e Al momento de llevar a cabo la fase de experimentacidn de la secuencia didactica, en el
mes de setiembre, algunos alumnos cuentan con 17 afios y otros con 18, por haber
cumplido esa edad en el momento del afio en que se realiz6 la experiencia pero no por
tratarse de alumnos repetidores ya que el colegio no admite esta opcion en el turno mafana.

e Es un grupo que en general tiene un rendimiento académico bueno en matemaética, tanto en
la participacion en clase como en el resultado de las evaluaciones, exceptuando a algunos
alumnos en que el rendimiento es muy bajo debido a la falta total de interés en la
asignatura.

e Durante los dos afios que han tenido de docente a la profesora autora de esta tesina han
trabajado varias veces agrupados de a dos alumnos, y en ocasiones, hasta cuatro. Al trabajar
de ese modo, la docente ha observado que mejora la participacion de aquellos alumnos que
no suelen hacerlo cuando ella hace preguntas al grupo durante una explicacién en la que no
han trabajado previamente en equipo. Es decir, al trabajar en parejas o grupos mayores,
algunos alumnos ganan confianza. A su vez, aquellos que si suelen participar, ejercitan mas
la argumentacion puesto que son los que, en general, lideran esas parejas 0 grupos

fundamentando sus ideas.
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e Previo al momento de la puesta en marcha de la secuencia didactica, han desarrollado y
trabajado en clase, junto a su docente, los conceptos de limite, derivada por definicion y a
partir de las reglas de derivacion - algunas de las cuales se demostraron en clase - y la
interpretacion geométrica de la derivada como pendiente de la recta tangente a la grafica de
una funcion en un punto. Cabe aclarar que los alumnos ya habian detectado que la recta
tangente tiene relacion con los intervalos de crecimiento y decrecimiento de una funcién
dado que lo manifestaban oralmente en aquellos ejercicios donde se pedia hallar la formula
de dicha recta, anticipando posibles respuestas para la pendiente y la ordenada al origen de
la misma a partir de la idea intuitiva que les otorgaba el grafico de las funciones sobre las
cudles se les planteaba la consigna. En general la docente les solicitaba que hallaran la
recta tangente a la gréafica de funciones basicas que ellos eran capaces de graficar como
funciones cuadréaticas, homograficas, exponenciales, logaritmicas. Estos contenidos fueron
evaluados antes de la aplicacion de la secuencia con un 65% de aprobacion a ese examen.

e También durante el afio actual de aplicacion de la secuencia y el anterior, han trabajado con
la profesora problemas que involucren funciones y han tenido que determinar el dominio
adecuado para la situacién propuesta, de manera que tenga sentido para dicha resolucion.
Por ejemplo, observando que, si un problema se puede modelizar con una funcion
exponencial cuyo dominio es el conjunto de los ndmeros reales, en una situacion en
particular puede ocurrir que solo tenga sentido para los reales positivos, o los naturales,

como ocurre en los problemas de poblacion.
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e La aplicacion de la secuencia se realizo durante la semana posterior a que los alumnos
hubieran regresado de su viaje de egresados a Bariloche, por lo que se encontraban un tanto

dispersos y aun excitados por tal acontecimiento.

3.2.4 CONCLUSIONES DE LOS ANALISIS PRELIMINARES

El objetivo de los andlisis preliminares detallados anteriormente, fue identificar qué elementos
serian tenidos en cuenta a la hora de disefiar la secuencia didactica para cumplir con los objetivos
planteados y responder a las preguntas de investigacion.

Si bien estos alumnos ya saben calcular derivadas y conocen su significado geométrico - como
pendiente de la recta tangente a una funcién en un punto -, no se les mencionaran los teoremas
sobre crecimiento y decrecimiento de funciones en relacion al signo de la derivada primera ni el
criterio vinculado con esto ultimo para la busqueda de extremos, tal como se hace en los libros
analizados en el analisis didactico, puesto que consideramos que esto no favoreceria un
aprendizaje significativo. Se les plantearan, en cambio, a los alumnos, problemas en los cuales
tengan que hallar un maximo o un minimo a través de con una consigna libre, sin ningun tipo de
sugerencia, para que ellos mismos, junto a su compafiero de banco, piensen de qué manera
pueden lograrlo, y a su vez pongan a prueba el procedimiento y las herramientas que decidieron
utilizar para tal fin. Luego, en una puesta en comun con el resto de los compafieros, se discutira la
validez y eficacia de las ideas surgidas y se pondrén en evidencia los conocimientos previos que
pusieron en juego para resolver y cuéles son las conclusiones nuevas y los contenidos nuevos que
fueron emergiendo. La idea serd que entonces, a partir del aumento de dificultad de los

problemas, vaya emergiendo la necesidad de acudir al concepto de recta tangente, y como varia
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su pendiente segun si la funcion crezca o decrezca, y asi se vayan deduciendo los teoremas sobre
la monotonia de un funcion y extremos de la misma en relacion al signo de la derivada primera.
Y para esto, también se acudird, en principio, al registro grafico de la funcion para que en su
observacion se vea como varian las rectas tangentes en los diferentes puntos de la misma.
Tratando de emular, en parte, el recorrido historico del concepto, tal como se describio en el
analisis epistemologico. Dado que ademas, algunas de estas ideas ya traen estos alumnos al

momento de aplicar la secuencia segin lo comentado en el analisis cognitivo.

3.3. ANALISIS A PRIORI

3.3.1. PRELIMINARES A LA SECUENCIA DIDACTICA

La intencion de la secuencia didactica serd que los alumnos recurran al concepto de derivada,
interpretada como pendiente de la recta tangente, para analizar los intervalos donde la funcion
crece, decrece o0 alcanza un extremo, y de esa manera, que ellos mismos, con la guia de la
profesora, enuncien los teoremas que relacionan el signo de la derivada primera con la monotonia
de la funcion, y los ceros de la derivada con la busqueda de extremos. Para que surja todo esto
como una necesidad, se plantearan problemas de optimizacion de dificultad gradual, para los que
al principio podran responder a la consigna incluso sin necesidad de acudir a la derivada, sino
aplicando otros conocimientos previos sobre funciones elementales, pero posteriormente estas
herramientas previas seran insuficientes y resultard inevitable recurrir al concepto de derivada,
que adquirira asi significatividad por responder a una necesidad genuina de los alumnos.
Concretamente se pretende que los alumnos acudan a un analisis funcional, es decir que puedan

modelizar la situacién mediante la formula de una funcion, para luego hallar el modo y las
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herramientas pertinentes que les permitan encontrar los valores extremos que le solicita la
consigna. En la seccion siguiente se describiran los problemas elegidos para llevar a cabo la
secuencia para alcanzar las intenciones antes mencionadas, como asi también lo que se pretende
con cada uno de ellos, la intervencion de la docente y los tiempos destinados a los mismos.
Previamente, se recuerda que los alumnos cuentan con los siguientes conocimientos previos —
que se tuvieron en cuenta para el disefio de la secuencia didactica:

e Concepto de funcién, dominio e imagen.

e Elementos y caracteristicas de funciones béasicas como funcién lineal, cuadratica,
exponencial, logaritmica, homografica, como asi también una idea aproximada del
comportamiento de las funciones polinémicas de grado mayor o igual que tres, a partir de la
basqueda de sus raices, y de las funciones racionales a partir de la busqueda de sus
asintotas.

e Derivada por definicion y a partir de las reglas de derivacion.

e Recta tangente de una funcién en un punto.

3.3.2. LASECUENCIA DIDACTICA Y SU ANALISIS

A continuacion se explicitaran los tres problemas de la secuencia didactica que se disefiaron
para intentar cumplir los objetivos planteados en esta tesina, junto con la fundamentacién de su
eleccién en base a las ideas de la Teoria de Situaciones que constituye el marco tedrico de este
trabajo, aplicando las conclusiones obtenidas en los anélisis preliminares, y tomando ideas de las

investigaciones analizadas en el Estado del Arte.
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Como se mencioné anteriormente, las consignas seran libres, es decir que simplemente se les
pedird a los alumnos que resuelvan los problemas, sin ninguna sugerencia por parte de la
profesora. Se les pedira que trabajen con el compafiero de banco para que discutan cual es la
manera de resolver cada problema y luego decidan una estrategia y las herramientas — contenidos,
saberes - que pondran en juego. Trabajaran sin la ayuda de la docente, la que s6lo podra
intervenir si considera que su aporte puede ayudar al razonamiento de los alumnos que soliciten
su asistencia, pero revelarles como resolver los problemas propuestos. Luego de darles unos
minutos para el trabajo con el compariero de banco, la docente dirigira la puesta en comdn donde,
en forma voluntaria, cada pareja de alumnos deberd explicar como resolviéo el problema,
fundamentando la eleccion de las herramientas y las estrategias aplicadas, permitiendo que sus
pares opinen acerca de estas cuestiones. Se pretende que surja de cada problema alguna o algunas
ideas importantes, relacionadas al concepto de derivada y el nexo que tiene con la optimizacion
de funciones, vinculando con la idea de pendiente de la recta tangente a una funcién en un punto,
para lo cual se pretende que los alumnos piensen en la representacion grafica de la funcién que
modeliza cada situacién propuesta.

Luego de trabajar con los tres problemas, en cada uno de los cuales se pretende que los
alumnos arriben a ciertas conclusiones que se detallan a continuacion en la descripcion de cada
uno, se les pedira a los estudiantes que enumeren en una lista los pasos necesarios para resolver
problemas de optimizacion, detallando las herramientas que se necesitan usar para tal fin.
Finalmente, en la Gltima puesta en comun a cargo de la docente, se determinara una Unica lista de
pasos a seguir para resolver este tipo de problemas, previo debate - dirigido por ella - entre los

alumnos.
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Se estima que el tiempo aproximado que llevara la aplicacion de toda la secuencia, incluyendo
la confeccion y discusion de la lista de pasos mencionada, sera de 4 clases las cuéles algunas son
de 40 minutos y otras de 80 minutos.

Las consignas de cada problema, como asi también la propuesta de trabajar en grupos de a dos
alumnos, invitan a que los alumnos transiten las situaciones propuestas por Brosseau en su Teoria
de Situaciones. Esto es: habra una primera fase de accion y formulacion - en el momento de
manipulacion de los datos del problema y en el planteo de estrategias de resolucion como asi
también en la basqueda de herramientas, dentro de su bagaje de conocimientos previos; luego los
alumnos pasaran a la fase de validacién - cuando tengan que explicar y/o convencer a su
compafiero de banco, como asi también a los demas en la puesta en comun, acerca de la eficacia
de su eleccidn de conocimientos y estrategias puestas en juego en la resolucién de las consignas.
La etapa de institucionalizacion la atravesaran con la intervencion de la docente luego de las
conclusiones parciales de las puestas en comin después de resolver cada problema, como asi
también al término de toda la secuencia cuando se efectlen las conclusiones finales que integren
las anteriores. A su vez, a medida que se avance en la resolucion de los problemas, sobre todo del
primero al segundo - aungue también se espera que se dé del segundo al tercero - se pondra en
evidencia la fase de consolidacion, puesto que se pretende que el alumno relacione los contenidos
aprendidos con aquellos que ya posee, y se manifieste a través de la practica y asi fijar el
conocimiento — nuevo- aprendido. Por Gltimo, se espera que — sobre todo - con el tercer problema
de la secuencia, los alumnos transiten la situacién de aplicacién, ya que deberan emplear los
conocimientos y el lenguaje que acaban de adquirir a una nueva situacion problematica diferente

de las anteriores, transfiriendo por lo tanto lo aprendido a la resolucion de otro problema. De esta
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manera, como se explicd en el marco teorico, se detectara el grado de significatividad del nuevo

contenido, analizando la funcionalidad del mismo.

El primero de los problemas es el siguiente:
Si la entrada a un boliche muy popular cuesta $70, van a bailar 1000 jévenes por noche.
Debido a que el espacio resulta casi insuficiente para esa cantidad de personas, el local
desea que concurra menos gente pero tratando de mantener su ingreso actual o
aumentandolo. Por eso, realizan un estudio de mercado, y llegan a la conclusion de que
por cada $5 de aumento que se efectle en el precio ingresaran 50 personas menos cada
noche (debido a que concurriran a otro boliche).
a) ¢Conviene que el boliche haga aumentos en el precio de la entrada para mejorar su
ingreso por noche?
b) ¢A qué precio debera poner la entrada este boliche para obtener el maximo ingreso? A
ese precio, ¢cuantas personas concurririan a bailar?

c) ¢Cual seria el ingreso maximo?

En primer lugar, la eleccion de este problema como primera situacion a resolver por los
alumnos, se basé en dos cuestiones fundamentales:
1) Que su enunciado fuera lo mas atractivo posible para generar interés en su resolucion. Dias
antes de la aplicacion de la secuencia los alumnos habian regresado de su viaje de
egresados a Bariloche y la docente observd que estaban ain muy entusiasmados con la

experiencia vivida alla; principalmente se destacaba el impacto que habian causado en ellos
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las discos del lugar - locales bailables - ya que las mencionaban reiteradamente en pequefias
charlas con su profesora. Se pensd que si el problema contenia un enunciado que
mencionara cuestiones cercanas a su realidad de adolescente podria interesarles mas.

2) Que su resolucion no fuera complicada y pudiera hacerse utilizando conocimientos previos,
que no involucraran la derivada, para asi poder comparar luego las diferentes formas de
resolucion.

Lo que se espera de este problema es que los alumnos intenten resolverlo en primera instancia
mediante tanteo, es decir, proponiendo diferentes valores para la entrada del boliche con su
consecuente disminucion de publico y asi analicen la conveniencia de realizar un aumento y cual
seria el monto apropiado para aumentar el ingreso de dinero. Vale aclarar que—este primer
problema tiene una solucion entera: la ganancia se maximiza si se realizan 3 aumentos de 5
pesos, es decir 15 pesos en total, con lo cual ingresaran 850 personas al boliche dando un ingreso
— maximo - de 72.250 pesos, con un valor de la entrada de 85 pesos. Se pretende que luego de ese
primer tanteo, algunos alumnos al menos lleven esos datos a un grafico y asi observen que los
ingresos aumentan con los primeros aumentos pero luego, a partir de cierto monto, comienzan a
disminuir, al punto tal de que si se hace indefinidamente se puede llegar a no generar ingreso o
incluso a que éste sea negativo, cosa que no tendria sentido para este tipo de problema. También
seria de esperar, que luego del tanteo inicial o del grafico, algunos alumnos logren plantear una
formula general que permita encontrar el ingreso del boliche en funcidon del aumento al precio
inicial y asi fundamentar de forma contundente el valor maximo que posiblemente hayan
encontrado mediante el tanteo por tabla de valores. Como dicha formula correspondera a la de

una funcién cuadrética cuya grafica es una pardbola concava hacia abajo, se espera que
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justifiquen el valor maximo hallando el vértice de esta curva. Y dado que ya han trabajado
anteriormente con problemas que involucren funciones en su modelizacién, se cree que algunos
alumnos determinaran el dominio de los valores que tienen sentido para esta situacion
problematica.

Como se indico anteriormente, la docente hara su principal intervencion en la puesta en
comun donde en primer lugar la dirigira de tal modo que salga a la luz la resolucién mediante el
planteo de la funcién cuadratica, cuya variable serd la cantidad de aumentos que se iran
efectuando al precio de la entrada del boliche, que influira en la cantidad de personas que
ingresan al lugar. Es decir, se pretende que al menos algunos alumnos arriben a la siguiente
funcion: f(x) = (70 + 5x)(1000 — 50x), siendo x la cantidad de veces que se efectla el
aumento al valor de la entrada, con x entre 0 y 6. La docente, realizard preguntas que inviten a
pensar cual es el dominio adecuado del problema, si eso no surgiera en las argumentaciones de
los alumnos mientras hacen la puesta en comdn.

Una vez que todos los alumnos hayan arribado a este modo de resolucion-mediante la funcion
cuadratica-, la docente pedird que piensen si pueden encontrar otro modo de resolucion, diferente
a los expuestos en la puesta en comun. Dado que el tema de recta tangente y derivadas ha sido
muy reciente, se espera que algunos alumnos piensen al menos que puede haber una relacion y
que sugieran que hallando el valor donde la recta tangente es horizontal, se encuentre el maximo
—aun cuando esa condicion no sea suficiente pero creemos que si arriban a esa conclusion serd un
gran avance para cumplir el objetivo principal de este trabajo-. Si no llegara a suceder eso,
entonces la docente propondra inmediatamente el segundo problema en el cual no se podra hallar

el maximo solicitado mediante una formula — como la del vértice de una parabola- puesto que la
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funcién que quedara planteada sera una polindmica de tercer grado. Y en este caso, guiara la
puesta en comun para que los alumnos piensen en la derivada y recta tangente como herramientas
posibles, si es que no surgio dentro de las propuestas de resolucion del mismo. Si llegara a surgir
como segunda opcién de resolucion del primer problema la bdsqueda del valor del dominio
donde la recta tangente es horizontal, es decir donde la derivada de la funcién se anule, se espera
que apliquen esta conclusion a la resolucion del segundo problema. Seria deseable también que
también en si es suficiente que la derivada valga cero en un valor del dominio, para afirmar que
en ese punto se produce un extremo de la misma, y que reflexionen también acerca de los
cambios de signo de las pendientes de la rectas tangentes. Si no surgiera esta idea de ellos
mismos, la docente intentard conducir a ella mediante preguntas adecuadas, ofreciendo, si fuera
necesario, ejemplos donde se advierta que esta condicion no es suficiente.

Respecto del tiempo destinado a este problema, se considera que el planteo y resolucion por
parte de los alumnos, la posterior puesta en comun y discusién, llevara una clase de 80 minutos —
Es posible que la exploracion de la resolucion mediante la recta tangente y la derivada — si surge -

guede pendiente para el inicio de la clase siguiente.

El segundo problema es el que se enuncia a continuacion:
Se quiere construir una caja, sin tapa, partiendo de una lamina rectangular de 24cm por
32cm, recortando un cuadradito de cada esquina y doblando la lamina. ¢Cuanto hay que
cortar para que el volumen de la caja sea maximo? ¢ Y minimo?

Este segundo problema fue elegido de modo tal que la funcién que modeliza la situacion sea

un poco mas compleja que la del problema anterior, pero sin elevar demasiado su dificultad.
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Puesto que la funcion que deberia plantearse en este caso es cubica, los alumnos no podran
utilizar la misma herramienta — determinacion del vértice — que usaron con la funcion cuadratica;
sin embargo poseen conocimientos suficientes para realizar un grafico aproximado y encontrar
los extremos mediante sucesivas aproximaciones, hallando imégenes de valores interiores a
intervalos que contengan como extremos a las raices de dicha funcion.

En esta situacion, la respuesta a la primera pregunta es un valor no entero — aproximadamente
el corte debe ser un cuadrado de 4,52 cm de lado. Se penso asi para que esta vez no les resulte
sencillo hallar la solucién por tanteo y este hecho los obligue a explorar otras maneras de
resolucion mas apropiadas. De todos modos, se espera que algunos alumnos vuelvan a intentar
resolver tanteando la solucion, es decir, proponiendo diversos cortes hasta encontrar aquellos que
se acerquen a la solucion correcta. Una de las expectativas que se tiene con este problema es que
la mayoria de los alumnos intente plantear la funcion modelizadora de la situacion, sin explorar
mediante el tanteo ya que se supone que extrapolaran lo sucedido en la puesta en comun del
problema anterior, donde se observé que la resolucion mediante el planteo de la funcién
cuadréatica fue la mas eficiente y permite tener la certeza de que la respuesta obtenida es la
correcta.

Una vez planteada la funcion cubica, a la que creemos que arribaran planteando el producto de
las tres dimensiones — largo, ancho y alto -, se estima que varios alumnos intentaran bosquejar su
grafica aproximada a partir de la observacién de ésta, propondran valores donde se producen el
méaximo y minimo solicitados, puesto que se considera que en el problema anterior también
acudiran al registro grafico de la funcién para analizar la ubicacion de su valor maximo. Es

importante aclarar que se pretende que tengan en cuenta el dominio para este problema ya que es
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algo que se habra discutido en el problema anterior, es decir, es otra de las ideas que se desea que
retomen de las surgidas anteriormente. Con esto queremos decir que esperamos que piensen
cuéles son los cortes posibles que darian como resultado una caja, hasta donde se puede cortar y
donde deja de tener sentido el corte de la lamina de cartdén ya que no podria armarse una caja, tal
como lo plantea el enunciado del problema. Se contempla la posibilidad de que haya alumnos que
no comprendan cémo debe ser el corte y los dobleces que deben hacerse para armar la caja, en
ese caso la docente ayudara en la interpretacion a los alumnos que lo soliciten.

La funcion del volumen de la caja en funcion del lado x del cuadrado que debe cortarse en
cada esquina es: f(x) = x(32-2x)(24-2x), donde x pertenece al conjunto de los numero reales
mayores que cero y menores que 12 — dado que para valores fuera de este intervalo no tiene
sentido. Un croquis similar al que se muestra en la Figura 3.4 es el que se espera que dibujen los

alumnos para ayudarse en el planteo de la funcion.

Figura 3.4
Si en la puesta en comun del problema anterior, se arribo a la idea de que los puntos en donde
la recta tangente a la curva que representa la funcion resulta horizontal, éstos pueden ser
extremos, y que luego, para decidir si efectivamente lo son y de qué tipo — maximo o minimo —

basta con analizar si la funcidn crece o decrece a cada lado de esos puntos, se aspira a que los
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algunos alumnos apliquen dichas conclusiones para hallar la solucion de este problema,
inmediatamente después de haber planteado la funcion -y esperamos que- con su dominio
adecuado.

En cambio, si en el problema anterior no surgiera la resolucién mediante el uso de la derivada,
la docente ird guiando a los alumnos que plantearon la funcidn correspondiente a que arriben al
uso de esta herramienta, basdndonos en las sugerencias que C. Dolores Flores (2000) plantea en
su trabajo - ya mencionado en la seccion Estado del Arte -, cuando describe el enfoque
geomeétrico y hace notar la necesidad de resolver problemas de optimizacion donde los recursos
algebraicos no son suficientes y resulta imprescindible calcular pendientes de tangentes en
diferentes puntos de la funcién, puesto que el signo de las mismas esta relacionado con el
crecimiento o decrecimiento de la curva que la representa. La guia hasta tal objetivo se llevara a
cabo mediante comentarios, por parte de la docente, como: “Ahora que saben cual es la funcion
que calcula el volumen de las diferentes cajas que pueden armarse segun el corte que se realice en
las esquinas, ¢cémo encuentran el valor maximo? ¢Hay una férmula para hallar los valores
méaximos y minimos, como para hallar el vértice de una parabola, en el caso de la funcion
cubica?”. La intencion de este tipo de preguntas es que los alumnos detecten que no existe un
procedimiento algebraico para hallar lo pedido y que entonces deberan explorar otro modo de
hallar la solucién deseada. Posiblemente, la docente los tenga que ayudar a pensar en cdémo son
las tangentes en los puntos maximos o minimos y en los intervalos anteriores y posteriores a
dichos valores. Dado que, como se menciond en el analisis cognitivo, los alumnos ya habian
detectado que el valor de la pendiente de la recta tangente tiene relacion con los intervalos de

crecimiento y decrecimiento de una funcién anticipando posibles respuestas para la misma a
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partir de la idea observacion que efectuaban del grafico de las funciones sobre las cuales
calculaban tangentes, consideramos que a partir de las preguntas-guia de la docente, arribaran a la
conclusion esperada: que para hallar un extremo deben encontrar el valor del dominio donde la
funcién derivada se anula como asi también analizar el signo de ésta antes y después de dicho
valor. Como se dijo antes, en principio, la docente realizara estas preguntas, que induzcan a llegar
a las conclusiones esperadas, a aquellos alumnos que observe que han modelizado el problema,
es decir hayan encontrado la funcién correspondiente pero se encuentren imposibilitados de
continuar la resolucion, buscando los extremos pedidos. Pero si esto les ocurre a la mayoria de
los estudiantes — hecho que consideramos bastante probable-, entonces realizara los
cuestionamientos — preguntas - a toda la clase, procediendo luego como ya se relaté unas lineas
atras. Si bien en este momento ya se arribard a importantes conclusiones, no se formalizara
mediante la enunciacion directa de los teoremas que vinculan el crecimiento o decrecimiento de
una funcidn con el signo de la derivada primera, sino que se dejara para el final de la puesta en
comun del tercer —y Gltimo- problema. De todos modos, el arribo a estas conclusiones, mediante
la intervencién de la docente, constituye el transito por la fase de institucionalizacion planteada

en la Teoria de Situaciones.

Respecto de la segunda pregunta de este segundo problema, ésta no tiene solucién. Es decir, la
respuesta correcta es que no existe un corte que proporcione una caja cuyo volumen sea minimo,
puesto que si se realiza dicho corte de manera tal que alguna de las dimensiones —largo, ancho y
alto- sea muy pequefia, tendiendo a cero, el volumen sera casi nulo. Se espera que esta pregunta

genere un debate, para arribar luego a una respuesta en forma conjunta.
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El tercer, y ultimo, problema de la secuencia es el siguiente:
Se van a construir saleros con forma de un cilindro vertical que debe tener una
capacidad de 50 cm®. ;Qué dimensiones debera tener para que el costo de la materia

prima sea minimo?

La resolucion de este problema es mas compleja que la anterior. Sobre todo porque la funcién
que se debe plantear tiene una férmula mas complicada que a las que se arriban en los dos

problemas anteriores puesto que serd la siguiente funcion racional —llamando A al area lateral- :
100 - -, - . - .
A(r) = 2nr? + —7 . Sise plantea en funcion del radio del cilindro, pudiendo tomar éste valores

reales positivos. O quedara planteada de la siguiente manera si se toma como variable la altura

del cilindro, siendo h cualquier niumero real positivo: A(h) = % + Znh\/% :

Para este problema, es de esperar que los alumnos no intenten encontrar la solucion correcta
por aproximaciones — tanteo-, porque se supone que las puestas en comun de los problemas
anteriores colaboraran a que los estudiantes se convenzan de que el planteo de una funcion
modelizadora de la situacién problematica conduce a una forma de resolucion mas efectiva y
econdmica —tanto en tiempo como en cantidad de calculos-. Ademas, si logran arribar a alguna de
las funciones mencionadas en el péarrafo anterior, observaran que sus férmulas son mas
complicadas que las del ejercicio anterior y que hallar imagenes de ciertos valores requiere de

mayor trabajo aritmético y es complicado estimar valores posibles que minimicen la funcién por

simple ensayo y error.
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También en este caso, se cree que no intentaran acudir al registro grafico de la funcién puesto
gue ya no se trata de funciones cuya curva representativa es facil de imaginar y/o bosquejar. Por
lo tanto, consideramos que las dos posibles funciones que se pueden plantear para resolver este
problema, conducen a que los alumnos piensen que las estrategias de hallar la solucién mediante
tanteo y/o mediante la observacion de su grafico son ineficientes, y por lo tanto no tendran mas
opcion que acudir a la aplicacion de la derivada, empleando las conclusiones obtenidas con los
problemas anteriores. Es decir, derivando la funcion e igualandola a cero para hallar los posibles
valores extremos de la funcion, pero luego analizando el cambio de signo de ésta, a izquierda y a
derecha de dichos valores que anulan la derivada primera. La intencion con la resolucién de esta
situacién problematica es que consoliden el nuevo saber que emergidé a partir del planteo,
resolucion y puesta en comun de los dos problemas anteriores. En la discusion de la resolucion de
este problema, es decir en la puesta en comun, la docente les pedird a los alumnos, que junto a
ella, intenten enunciar los teoremas relacionados a la monotonia y blsqueda de extremos de
funciones y de esta manera se institucionalizara el nuevo saber: la aplicacion de la derivada para
la optimizacion de funciones. Y a su vez, se le esta otorgando una utilidad concreta al concepto
de derivada que ya conocian antes de la aplicacion de esta secuencia, tal como destaca C. Dolores
Flores (2000) en su trabajo respecto del enfoque geométrico de la derivada, donde enfatiza el
significado y la utilidad practica que este enfoque tiene en la resolucién de problemas. Se espera
que con este problema los alumnos atraviesen las fases de consolidacién y aplicacion — descriptas
en el marco tedrico- . La primera de ellas porque habran de reforzar lo aprendido y, la segunda
porque se podra detectar el grado de significatividad del nuevo contenido si logran apreciar la

utilidad de la derivada y a su vez relacionarla con una idea nueva, transfiriendo los conocimientos

62

Tesista: Prof. Carolina Chavez. Directora: Lic. Silvia Seminara.



previos al contenido nuevo: la de optimizacién de funciones. Si ambas fases se consiguen,
estaremos en condiciones de afirmar que hemos cumplido los objetivos — general y especifico -

propuestos en esta tesina.

Luego de haber enunciado los teoremas, la docente le solicitard a los alumnos que piensen
cuales son los pasos necesarios que hay que llevar a cabo para resolver un problema de
optimizacion. Con esto, se tendra un indicio méas acerca de que si los estudiantes comprendieron
los teoremas y son capaces de generalizarlos a cualquier situacion, sin importar la funcion que se
pueda plantear para modelizar los problemas. También se realizara una puesta en comun de estas
listas de pasos, para que se genere una nueva discusion acerca de cual es la lista de
procedimientos mas adecuada, que podria llegar a ser una combinacion de las sugerencias que

escriban los alumnos y no una que haya hecho un estudiante en particular.

3.3.3. RECOLECCION DE DATOS DURANTE LA EXPERIMENTACION

Todo lo ocurrido en las clases donde se efectle la experimentacion de la secuencia descripta

en la seccidn anterior, se registrara de la siguiente manera:

e Por un lado, la docente tomara nota de todo lo relevante que se haya observado durante
cada clase, haciendo un relato minucioso de todo lo que haya sucedido: reacciones de los
alumnos, maneras de proceder, dialogos importantes, etc.

e Por otro lado, se recogeran las producciones de los alumnos al final de cada clase, aun
cuando no se llegara a terminar un problema, para que los alumnos no alteren el material
que surge de la misma y sea el genuino surgido de la actividad en clase, de produccion de
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los propios alumnos, sin intervenciones de personas externas a la clase — como la
colaboracion de un padre o profesor particular-. Dichas producciones se escanearan para
contar con esa evidencia al momento de realizar el analisis a posteriori, luego se les
devolvera ese material a los alumnos dado que sera también parte de su carpeta de estudios

para realizar futuras tareas o evaluaciones.
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CAPITULO 4: RESULTADOS.

4.1. ANALISIS A POSTERIORI DE LA EXPERIMENTACION

41.1. SOBRE EL PRIMER PROBLEMA

Tal como se relatd en el capitulo anterior, en el primer encuentro la docente se limité a
entregar la consigna del primer problema a los alumnos y pedirles que intentaran resolver cada
item, pensado y discutiendo con su compafiero de banco, hasta ponerse de acuerdo en una
respuesta Unica por cada par de alumnos.

Micaela — quien en general ha sido buena alumna y es de las mas participativas en clase -
enseguida pregunt6: “;Como lo resolvemos? ;Tenemos que hacerlo de un modo en especial?”, y
varios comparfieros se sumaron a esta pregunta también. La docente les respondié que lo
resolvieran como quisieran, como lo creyeran mas conveniente. La respuesta los sorprendié como
denotaban las expresiones de sus rostros y las preguntas que hicieron a continuacién, como por
ejemplo “;Entonces podemos usar cualquier cosa de las que sabemos, aunque no la hayamos
aprendido este afio ni con vos?”. Cuando la docente les respondi6é que podian apelar a cualquier
conocimiento que tuvieran, sin importar cuando ni con quién lo aprendieron, comenzaron a leer
con atencion el enunciado, e hicieron algunos comentarios sobre la consigna; por ejemplo Ilan
preguntd en tono de broma “;Qué boliche es? ;Grist? ;Cerebro?” — dado que, como se comentd
en el andlisis cognitivo, hacia unos dias que habian regresado de su viaje de egresados a
Bariloche y esos locales bailables que el alumno mencioné son de esa ciudad. Sus compafieros
respondian con risas y sonrisas, pero tambien se generod este dialogo entre Ilan y su compariero

Sebastian R.:
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Sebastian: — No, Ilan. No puede ser ninguno de los boliches de Bariloche... jporque la entrada
vale mas de 70 pesos!

Ilan: — Bueno, es un chiste. Pero bueno, podria ser un boliche de aca [Capital Federal]. jApple
por ejemplo!

S: — Si, puede ser. Profe, ¢qué boliche es? jCon ese precio, vamos todos!

I: — Y si. Por eso va tanta gente, porque [el valor de] la entrada es barata, como en Apple. Yo
creo que le va a convenir al duefio del boliche subir el precio pero un poco, sino no van a dejar

de ir muchos [jovenes].

Luego de escuchar la reflexién de Ilan, la docente le dice que intente resolver el problema y
asi podra comprobar si lo que afirmé en el dialogo con Sebastian R. es cierto o no.

El resto de los alumnos emitian opiniones mientras transcurria el dialogo de estos dos alumnos
y varios estaban de acuerdo con la reflexion de Ilan. Enseguida comenzaron todos a trabajar
sobre el problema. La mayoria de los alumnos lo hizo con su compafiero de banco, tal como lo
solicitd la docente, pero hubo excepciones: cuatro chicas pidieron hacerlo juntas y la docente
accediod porque consider6 que no generaria ningin cambio esencial en lo planeado en el analisis a
priori.

El tiempo que se destind a que los alumnos pensaran el problema y probaran sus estrategias,
fue de 20/25 minutos aproximadamente; solicitaron méas tiempo cuando la docente quiso empezar
la puesta en comun a los 15 minutos, ya que se encontraban entusiasmados en hallar las

respuestas.
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Mientras los estudiantes trabajan en equipo, la docente recorria el aula observando los debates
internos, que eran intensos en algunos casos, cuando cada uno proponia una forma diferente de
resolver y no lograban un acuerdo al respecto; en esos casos, en su mayoria, decidian que cada
uno resolviera el problema con su estrategia y luego compararian las respuestas. En algunos
grupos, escogian una de esas formas de resolucidn para exponer en la puesta en comun, puesto
que sucedia que uno de los alumnos lograba convencer al otro sobre su estrategia y las
herramientas que utiliz6. Aqui es donde se observd los alumnos transitar las situaciones de accion
y formulacion, tal como lo planted Brousseau (2007). También se observa que se producen
situaciones de validacion, en el seno de cada par de alumnos, al argumentar y probar la eficacia
de la estrategia y herramientas elegidas ante su compafiero de equipo.

La mayoria de las parejas de alumnos, eligi6 comenzar a buscar la respuesta de la primer
pregunta calculando el ingreso total —en dinero- de una noche, considerando un aumento de la
entrada en 5 pesos, es decir si ésta valiera 75 pesos, y calculando la cantidad de personas que
ingresarian al local bailable en ese caso, 950, para luego multiplicar dichos valores y comparar
ese valor con el ingreso inicial del boliche cuando la entrada es de 70 pesos y acuden al local
1000 personas. Aplicando sucesivamente esta misma estrategia intentarian investigar qué valor
de la entrada genera el ingreso maximo. Algunos grupos organizaban la informacion en una tabla
de valores, otros simplemente realizaban calculos sueltos. También se observd que algunas
parejas se dividian la tarea de realizar céalculos, es decir uno de los alumnos realizaba los calculos
si el valor de la entrada aumentaba, por ejemplo, hasta 4 veces 5 pesos y el otro a partir de 5

aumentos.
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Algunos alumnos notaban que el ingreso aumentaba hasta cierto valor y que luego comenzaba
a disminuir, entonces pensaron que una funcién cuadratica podria describir la situacion — ellos
decian, a la profesora, “creemos que tiene que ver con una parabola, tendriamos que encontrar la
formula”. Los grupos que detectaron esto concentraron sus esfuerzos en lograr encontrar esa
funcién. Algunos lo consiguieron, otros no.

En la Figura 4.1 se muestra la produccion de Sebastian B. y Santiago; ellos no lograron

plantear la funcion, pero hicieron una reflexion acerca de los valores del ingreso total segun la

cantidad de personas y precio de la entrada.
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Figura 4.1

Algo similar, con una reflexion més breve, es lo que también hicieron Toméas y Donna,

como se ve en la Figura 4.2.
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Figura 4.2

Luego del trabajo en parejas, la docente propone realizar la puesta en comun. Le solicita a
alumnado que, en forma voluntaria, relaten como resolvieron el problema y a qué respuesta
llegaron.

Todos respondieron que convenia que el boliche realice aumentos en el precio de la
entrada puesto que, si bien concurririan menos personas, el ingreso total — monetario —
aumentaria. A este hecho llegaron en principio, como se dijo antes, mediante el calculo del
ingreso suponiendo un valor del precio de la entrada mayor al actual con el correspondiente
calculo de la cantidad de personas que asistirian al local.

Todos los grupos llegaron a la respuesta correcta respecto de qué valor es el apropiado

para que el ingreso sea maximo. Més de la mitad de los alumnos contaron que lo lograron

69

Tesista: Prof. Carolina Chavez. Directora: Lic. Silvia Seminara.



mediante el tanteo; el resto relatd que lo encontraron a partir det de determinar el vértice de la
funcidn cuadratica que consiguieron plantear, aunque la mayoria de estos arribaron a ese
resultado mediante tanteo primero, y a partir del uso de la funcion, constataron dicho valor.

Por ejemplo, es el caso de Mateo y Franco, quienes primero realizan los calculos para
determinar si conviene o no aumentar la entrada — en este caso, trabajando de manera mas
desordenada, como se ve en la Figura 4.3- para luego plantear la funcidon cuadréatica

correspondiente.

~a

W) LK

Figura 4.3

Se puede observar que estos alumnos no aclaran en su trabajo escrito queé significa la variable

X, sin embargo lo aclararon en la puesta en comun ya que algunos de los compafieros les
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cuestionaron qué significaba ésa letra — como suelen Ilamar los alumnos a las variables literales.

Segun las propias palabras de Mateo y Franco:

Mateo: — x significa la cantidad de veces que van a aumentar la entrada y tuvimos en cuenta
eso porque también hace cambiar la cantidad de personas que entran al boliche. Porque por
ejemplo, si hacen dos aumentos, se suma al precio 10 pesos, que es 2x5, pero al nimero de
personas le tenés que restar 100, porque es 2x50.

Franco: — Si, y si fueran 3 aumentos, tenés que sumarle 15 pesos, o sea 3x5, y a las personas le
restas 150 porque hacés 3x50, ¢Ven que se repite en las dos cuentas el nimero de aumentos?
Por eso la funcidn depende de eso. Y como para calcular el ingreso total hay que multiplicar el
precio por la cantidad de gente que entra [al boliche] entonces hay que multiplicar las dos

cosas Y por eso nos quedd esa formula que escribimos en el pizarron.

Luego de la exposicion de la resolucion de Mateo y Franco, varios comparieros dieron a
conocer que habian llegado a la misma formula, y que lo habian pensado de modo similar. Se
inicid entonces una discusion en torno al dominio de la funcion, ya que en la grafica que
mostraron en el pizarrén consideraron una variable continua y no graficaron en funcion de la x

que propusieron, sino en funcidon del valor de la entrada — tal como puede verse en la Figura 4.4.
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Figura 4.4

Cuando los comparieros les sefialaron que no habian graficado en funcién de la cantidad de
aumentos x advirtieron la incoherencia. Sefialaron que el precio no podia ser menor al inicial -
pesos - pero tampoco mayor a 100 pesos porgue en ese caso el dinero ingresado seria menor que
el actual. Entonces otro par de alumnos, Sebastian M. y Nicole, opinaron que los valores del
grafico de Mateo y Franco deberian haber sido los correspondientes a los aumentos que generan
los precios de la entrada que ellos indicaron sobre el eje de abscisas, tal como lo habian hecho
ellos mismos en su produccion, como se muestra en la Figura 4.5: al valor 70 del grafico de
Mateo y Franco, le deberia corresponder el nimero cero, dado que no se efecttia ningiin aumento,
al valor 75 le deberia corresponder el nimero 1, puesto que ese precio proviene de realizar un

aumento, y asi sucesivamente. Se observa que Sebastian M. y Nicole, no tuvieron en cuenta las
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restricciones del dominio de la funcion, de acuerdo con el contexto del problema, ya que en el

grafico se observa que consideraron a x en el conjunto de los reales.
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Figura 4.5

Julidn, quien no habia logrado plantear la funcion, penso que el grafico no podia ser continuo
sino formado por “puntitos sueltos”, segun sus palabras, ya que los aumentos se hacen “de a

uno”. Algunos companeros estaban de acuerdo con ¢l pero otros decian que si puede ser continua
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porque “por regla de tres —segun palabras de Micaela y Lucas - por ejemplo, podés calcular
medio aumento que seria subir al precio 2,50 pesos, o el aumento que quieras”. Esta explicacion
fue la que més convencio al grupo, ya que ademas sefialaban que el valor de la entrada podria ser
cualquier numero real positivo. Respecto a esto Aldana dijo “la entrada puede valer 80,30 pesos
si querés. Es un precio valido” a lo que Ilan respondi6 “pero ningun boliche te pone la entrada
con centavos”, entonces Aldana le responde: “pero poder, se puede. Entonces tenemos que
tenerlo en cuenta”. Ilan, y el resto de los compafieros quedaron de acuerdo con esto y acordaron
en que el dominio de la funcién podia ser parte del conjunto de los numeros reales, aunque no
lograban ponerse de acuerdo en qué intervalo concreto era el dominio: mientras que unos
sostenian que era desde cero hasta que el ingreso fuese cero, es decir hasta 20 aumentos — la
minoria de los alumnos-, el resto estaba dividido entre los que sostenian que era hasta 3 o hasta 6.
En el primer caso por ser la abscisa del vértice de la funcion cuadratica que describe el problema,
cuyo valor genera el maximo ingreso y a partir de ahi comienza a disminuir; y en el segundo caso
porque con esa cantidad de aumentos se genera un precio de 100 pesos e ingresan 700 personas al
local, con lo cual el ingreso da como resultado el mismo valor que el inicial, en cuyo caso no
disminuyo el ingreso, sino que se mantuvo. Finalmente, se llegd a la conclusién de que el
dominio de esta funcion, que modeliza la situacion problematica, es el intervalo [0; 6], y que si
se admite que se podria tener cualquier valor para el precio de la entrada, entonces no solamente
se consideraran los valores naturales de dicho intervalo, sino que todos los reales incluidos en él,
gue no generen un nimero de personas absurdo, es decir, que ese factor de la funcion (1000-50x)
dé como resultado un numero natural. Sebastian M., fue entonces quien agregd: “Pero entonces

no son toooodos los valores del intervalo, sino que son bastantes, pero tiene agujeritos, y
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entonces la parabola también. Pero ¢no podemos graficarla continua, asi — dibujaba con su dedo,
en el aire, el grafico del arco de parabola en cuestion - para que sea mas facil? ¢Sino como
sabemos bien, donde estan esos agujeritos?, jes muy dificil marcarlos, si no!”. Inmediatamente,
Julian agrega: “jAh! jPero entonces yo tenia razén! Son puntitos, pero no solo seis...jmuchos
mas!”. Por lo que luego, la profesora intervino afirmando que Sebastian M. estaba en lo cierto
con su afirmacion, y se aceptaba, como una figura de analisis, la grafica del arco de parabola
correspondiente al intervalo [0; 6], aun cuando en realidad algunos puntos no corresponden al
contexto del problema, como por ejemplo si x tomara valor 0,89 que da como resultado 955,5

para la cantidad de personas — resultado absurdo— o si x tomara un valor irracional cualquiera del

intervalo, por ejemplo v/3 . Luego de este debate acerca del dominio, la docente representd, en el
pizarron, el arco de parabola en cuestion, donde se hizo la misma aclaracién para la imagen: sera
[70.000; 72.250], exceptuando los valores cuyas preimagenes estuvieran excluidas del dominio.
En lo que todos estuvieron de acuerdo, una vez que observaron que este problema se
podia modelizar mediante una funcién cuadratica, fue en que para hallar la cantidad de aumentos
que genere el maximo ingreso, debia calcularse la coordenada x del vértice de la parabola que la
representa, y asi lo habian hecho los que habian logrado plantear la funcion. Lo interesante fue
que aquellos que solo resolvieron por tanteo, hacian comentarios referidos a la eficacia de esta
manera de resolver el problema, por ejemplo Julian dijo: “Claro, asi hay que hacer menos
cuentas, no tenés que probar con varios valores del precio para la entrada”. Aprovechando esa
reflexién, la docente les pregunta qué otras ventajas encuentran en esta manera de resolver el
problema, es decir modelizando a partir de una funcién. Agregando preguntas como: “;Y si el

precio conveniente no fuera entero como en este caso, por ejemplo 80,30 como dijo Aldana,
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alguien hubiese probado con ese valor, es decir, con el aumento que dé ese precio?”, a lo que
respondieron que no, que en general o “casi siempre se prueba en la formula con valores
redondos porque es mas facil para hacer las cuentas”- segin dijo Micaela. Entonces esto llevd a
pensar en la eficacia y economia que conlleva plantear una funcién adecuada, ya que por el tanteo
se generan muchos célculos y no siempre se podria arribar a una solucién exacta, sobre todo si el
resultado no es entero.

Hasta esta instancia, sucedio parte de lo esperado en el analisis a priori sobre este problema:
los alumnos acudieron en primer lugar al tanteo para arribar a la solucion del problema, y luego
algunos alumnos consiguieron formular la funcion que modeliza la situacion, la cual permite
hallar el maximo solicitado utilizando un saber que habian adquirido en segundo afio — la
determinacidn del vértice de una parabola. Ademas, se pusieron de manifiesto las situaciones de
accion, formulacién y validacion definidas en la Teoria de Situaciones dado que primero
manipularon los datos del problema e hicieron intentos basicos — como el tanteo - para lograr
solucionarlo, luego idearon una estrategia pensando en qué herramientas — contenidos,
conocimientos - de los que ya poseian podian utilizar para la resolucion y luego tuvieron que
argumentar, fundamentar y justificar esta eleccion tanto con su compafiero de banco como al
resto del curso en el momento de la puesta en comun.

Todo lo relatado hasta aqui, ocup6é por completo una clase de 80 minutos, con lo cual la
segunda parte de lo pretendido con este problema — narrado en el analisis a priori del mismo -
ocurrio en la siguiente clase que también fue de 80 minutos de duracion.

Al comienzo de la siguiente clase- al dia siguiente -, la profesora repasa en forma oral las

conclusiones del encuentro anterior, escribiendo en el pizarrdn la funcion a la que se habia
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arribado, con el dominio que se discutid, y su grafico — el arco de parabola, tal como se observo
la clase anterior-, y pide a los alumnos que piensen si puede haber otra forma de resolver ese
mismo problema, distinta del uso del tanteo y de la aplicacion de los conocimientos sobre funcién
cuadratica; es decir, que analicen la existencia de otra forma de hallar el valor que maximice el
ingreso monetario del local bailable. A los pocos segundos de que la profesora realizara dicha
pregunta, Micaela grita: “jCon derivadas!”, entonces la profesora le pregunta el porqué de su
respuesta, a lo que ella respondi6: “Porque es el tema que estuvimos viendo hace poco, antes de
la clase pasada que nos trajiste el problema”. Esta respuesta da la pauta del tipo de contrato
didactico que tienen incorporado mayoritariamente los estudiantes: el que cada ejercicio que se
proponga en clase tiene que estar vinculado al tema estudiado recientemente, como dice
Brousseau (2007), los alumnos saben que detras de cada problema elegido por el docente hay una
intencionalidad didactica, aungque desconozcan cual es, y que a partir de cada situacion
problematica escogida - que esta o estara avalada por una logica interna - surgira por lo menos un
saber.

Volviendo a la respuesta de Micaela, la profesora le pregunta: “;sélo por eso creés que
tiene que aparecer la derivada en este problema? ;Como la usarias en este caso?”, a lo que,
luego de pensar apenas un minuto, ella responde: “jYa sé! Por lo de la recta tangente, porque alla
arriba — sefialando el vértice de la parabola representada en el pizarron-, va a ser horizontal...”,
en ese momento la interrumpe Lucas diciendo enérgicamente: “jAh! Y en ese punto la pendiente
vale cero... jentonces la derivada también! jListo profe! Tenemos que encontrar el valor de la
funcién donde la recta tangente es horizontal, como dijo Mica, o sea, donde la derivada es cero.”

Ambos se mostraban muy contentos por su descubrimiento y se notaba, por las expresiones de
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varios de sus comparieros, que habian comprendido la idea e incluso algunos hicieron
comentarios del estilo “;Como no se me ocurri6?”. Enseguida, la profesora les pregunta si
solamente con ese hecho que acababan de descubrir, haciendo lo propuesto por Lucas, era
suficiente para encontrar el maximo solicitado. Seguidamente les propone que piensen qué
sucederia si la pardbola fuese concava hacia arriba y qué pasaria en el minimo. Luego de pensar
apenas unos segundos, varios alumnos responden que en ese punto — el vértice de la parabola y
minimo de la funcion- también la recta tangente sera horizontal y, consecuentemente, su derivada
es nula. Luego de recibir esas respuestas, la docente hace mas preguntas, para ayudarlos en la
reflexion; les pregunta acerca de la suficiencia de encontrar los valores del dominio de la funcién
cuya derivada sea cero para hallar un maximo o un minimo. A lo que, Damian vy otros
compafieros mas agregan que también hay que ver qué pasa antes y después con la funcion, “si
baja o sube antes y después de ese punto”. Ante esa reflexion, la profesora vuelve a hacer
preguntas que induzcan a los estudiantes a extraer conclusiones: “;como se puede saber si la
funcién crece o decrece en un intervalo de su dominio sin la necesidad de graficarla?”, y les
sugiere que piensen, otra vez, en las rectas tangentes a la grafica de la funcién y los valores
posibles de sus pendientes. Con esto, los alumnos pudieron arribar a la conclusién de que en los
intervalos de crecimiento de la funcidn, la recta tangente también es creciente y por lo tanto tiene
pendiente positiva, y que sucede lo contrario en los intervalos de decrecimiento de la funcion.
Luego de realizada esta institucionalizacion parcial, - puesto que no se enunciaron los teoremas
que formalizan estas conclusiones - la profesora invita a todo su alumnado a que verifiquen, junto
con ella, todo lo que se estuvo analizando y descubriendo hasta ese momento: se derivo la

funcion - previa escritura de la cuadrética en forma polindmica dado que los alumnos lo
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sugirieron porque asi es mas facil para derivar, segun sus propias palabras -; luego se igualo a
cero para despejar el valor donde la recta tangente es horizontal, tal como lo dijeron los alumnos
y, finalmente se analizo el signo de la funcion derivada para valores del dominio — el intervalo
[0;6] - menores y mayores que 3, que fue el valor encontrado para la anulacion de la derivada.
Observaron entonces que: para valores anteriores a 3, la derivada es positiva y, como habian
notado del grafico, la funcion es creciente en ese caso; la derivada es negativa para valores
posteriores a 3, siendo que segun lo observado a partir del grafico la funcion decrece para dichos
valores. Y asi, se verificd que se obtuvo la misma respuesta que la hallada en la clase anterior,
mediante la busqueda del veértice de la funcion cuadratica planteada. En este momento, Micaela
dijo: “jEntonces para esto sirve la derivada! Para encontrar un maximo o un minimo”. A partir
de este comentario, que la mayoria de los comparfieros apoyd, se puede concluir que los alumnos
parecian haber detectado el caracter utilitario de la derivada, a través del trabajo dentro del
enfoque geométrico que describe C. Dolores Flores. A su vez, podemos afirmar que, en esta
clase, los alumnos que pudieron identificar el vinculo de los conceptos de derivada, recta
tangente y blsqueda de extremos, mostraron evidencias de que su aprendizaje resulto
significativo puesto que lograron establecer conexiones entre saberes previos con un contenido
nuevo.

Para finalizar, la docente consulta a sus estudiantes acerca de qué les parecia esta forma de
resolucion — a partir de la derivada- que habian encontrado en esa clase, a o que respondieron
que les resultaba novedosa e interesante, pero que en este caso no le veian demasiado sentido
hallar el maximo de esta forma dado que ya habian encontrado una manera mas sencilla de

hacerlo en la clase anterior, buscando el vértice de la pardbola.
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4.1.2. SOBRE EL SEGUNDO PROBLEMA

En la tercera clase — al dia siguiente de la relatada anteriormente -, que fue de 40 minutos de
duracion, la profesora presentd a los alumnos el segundo de los problemas de la secuencia, otra
vez con la consigna de que podian resolverlo del modo en que ellos creyeran conveniente, sin
ninguna especificacion en particular. Varios alumnos dijeron en voz alta que seguramente
plantear una funcién seria lo méas adecuado. De todos modos, algunos intentaron, otra vez,
encontrar lo pedido mediante aproximaciones sucesivas acudiendo al método del tanteo, tal como
ocurrié en un principio con el primer problema, pero esta vez fueron mas los alumnos que
directamente comenzaron a pensar la resolucion del problema intentando plantear la funcion que
mejor se adecuara a la situacion, teniendo en cuenta las conclusiones a las que se arribara en la

puesta en comun del primer problema.

Cabe aclarar que, aproximadamente, una tercera parte del alumnado tuvo dificultad en
comprender como era posible que, cortando y doblando la lamina de cartén, formara una caja —
sin tapa, pero esta dificultad fue dirimida entre los mismos alumnos, ya que quienes lo habian
comprendido les explicaban a los que no lo tenian claro. Incluso uno de los jovenes, Franco, tomo
una hoja de papel y simuld un corte como sugerido por el enunciado del problema- recortando
cuadrados de igual tamafio en cada esquina- y realiz6 los dobleces necesarios para formar la caja
y mostrarle a sus compafieros. Esto lo hizo para explicarle a su compafero de banco, pero
enseguida los que estaban a su alrededor lo vieron y se acercaron a ver su caja, entonces, en ese
momento, la docente interviene exhibiendo al resto del curso el modelo realizado por Franco.

Esto sirvid para que todos los alumnos terminaran de comprender el enunciado del problema,
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incluso algunas parejas de alumnos reprodujeron lo hecho por Franco y, con ese objeto concreto,

se ayudaron para llegar a plantear la formula de la funcion que da el volumen de dicha caja.

Algunos grupos solicitaron la asistencia de la profesora para recordar la formula de volumen

del prisma. Otros no necesitaron esa ayuda y pudieron plantearlo solos.

Esta vez el tiempo empleado por los estudiantes en la etapa de accion fue mas breve que en el
problema anterior, dado que se not6 la influencia que tuvo la resolucién y debate posterior del
problema anterior. Ellos mismos solicitaron comenzar con la puesta en comun, antes del tiempo
estipulado por la docente, puesto que el haber podido plantear la funcion, y en algunos casos,
encontrar la solucion sin intervencion de la profesora, los entusiasmaba en contar a sus
compafieros lo que habian logrado. Otros solicitaban la realizacion de la puesta en comun porque
habian logrado formular la funcién — en algunos casos teniendo en cuenta el dominio y en otros
no- , la habian derivado pero no se daban cuenta de cdmo continuar en la busqueda de los
extremos solicitados en el enunciado, como les sucedié a Agustina y Camila, cuya resolucion se

ve en la Figura 4.6, o a llan y Joaquin, cuyo trabajo se ve en la Figura 4.7.

4

Figura 4.6
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Figura 4.7

Dado que esta clase fue de menor duracién que la anterior, s6lo hubo tiempo para que algunas
parejas de alumnos expusieran su resolucion y se discutiera acerca de la funcion pertinente con su

dominio adecuado.

En la siguiente clase, se debatié acerca de la resolucion y basqueda de los extremos
solicitados. En primer lugar la docente pidio que se expresaran los alumnos que habian probado
el método del tanteo y no habian pensado en una funcioén — 4 alumnos en total. Estos contaron
que fueron asignando, primero, valores naturales pequefios para el lado del cuadrado de corte,
como por ejemplo los 7 primeros nimeros, y notaron que 5cm resultaba ser el valor de corte con
que obtenian el maximo volumen en ese caso; luego empezaron a ajustar la aproximacién con
valores no enteros mayores y menores que 5, descubriendo que para obtener el maximo del

volumen el corte debia ser menor a 5 cm pero mayor a 4. Estos alumnos no lograron responder el
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problema, y esta forma de resolucion fue muy cuestionada por el resto de los alumnos quienes
decian que esta manera de encontrar extremos la veian muy imprecisa y que nunca podrian estar
seguros de que el valor hallado fuera exactamente el buscado. Quienes realizaron estos
cuestionamientos habian podido plantear la funcion, y explicaron que la variable a tener en
cuenta era el lado del cuadrado - que también es altura de la caja, y que las dimensiones de la
base se ven afectadas por éste. Uno de los alumnos, escribié en el pizarron la formula de la
funcién que encontrd6 — la misma que comentamos en el analisis a priori- y el resto de los
alumnos estuvo de acuerdo con él, pero hubo quienes abrieron la discusion acerca del dominio
adecuado. Los que habian determinado el mismo, explicaron que lo dedujeron pensando en la
l6gica de hasta donde se puede cortar para que exista una caja — tal como se esperaba en el
analisis a priori-, y asi llegaron a que no podia ser mas de 12 cm, que es la mitad del lado mas
pequefio del rectangulo de cartdn. Para la siguiente clase quedd pendiente pensar el gréafico de la
funcién — para lo cual los alumnos solicitaron a la profesora que se hiciera como en el problema
anterior- y la basqueda de los extremos solicitados, pero por cuestiones de tiempo, no se pudo

llevar a cabo en esta clase.

En la siguiente clase, es decir la cuarta desde que se comenzd la secuencia, la docente retomo
lo que se habia logrado en la anterior, anotando en el pizarrén la funcion y dominio hallados.
Respecto del grafico, algunos lo habian traido hecho desde su casa, pero representaron la funcion
cubica planteada sin tener en cuenta las consideraciones del dominio que se habian debatido
antes. Uno de ellos la habia graficado — de manera aproximada, a partir de las raices - en el
pizarron y la profesora abrio el debate —y puesta en comun- respecto de la validez de dicho
grafico, pidiéndoles que observen el dominio de la funcién — que estaba anotado en el pizarrén-y
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la representacion del alumno. Con esta sugerencia notaron que habia una incoherencia ya que el
compafero habia graficado la funcion para todos los numeros reales, mientras que el dominio
planteado era el intervalo (0; 12). Entonces la profesora sugirié que se modificara ese grafico
para adaptarlo a la situacion, un alumno paso al pizarron a hacer eso. Borrd lo que estaba de mas
y mientras lo hacia reflexion6 que en ese grafico se estaban considerando que el volumen de la
caja pueda ser negativo, cosa que es imposible — segun sus propias palabras. Lo que no supieron
identificar es qué sucedia en los extremos del intervalo, es decir en los valores 0y 12, y en ese
caso fue la docente quien tuvo que explicar que dichos puntos no pertenecen a la grafica puesto
que son los casos de volumen cero, y en consecuencia es la no existencia de caja. Indicaron este
hecho en el grafico marcando ambos puntos con dos circulos pequefios sobre las coordenadas
(0;0) y (12; 0) y la curva que quedd determinada entre esos puntos era céncava hacia abajo con
un maximo que no podia determinarse con precision, ya que el gréafico era. Varios estudiantes
dijeron que “se parecia a una parabola concava hacia abajo” y entonces propusieron que el
maximo estuviese en el punto medio de la raices, como sucede en las funciones cuadraticas — es
decir en 6, pero enseguida quedd descartada esta opcion porque los compafieros que habian
hallado volimenes posibles mediante tanteo en la clase anterior, habian mostrado que cerca de 5
se encontraba el valor maximo y que si consideraban x=6, el volumen de dicha caja era menor

que si se considera x=5.

Quedaba entonces planteada la discusion acerca de cudl era la estrategia mas eficiente para la
busqueda de los extremos, y el hallazgo de los mismos. Lo primero que surgio por parte de los
alumnos fue que no podia existir un minimo porque en el grafico se observaba que la funcion no
tenia raices, y “si los puntos sobre 0 y 12 fueran llenos, esos serian 10s minimos” segun las
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palabras de Lucas, y continud “pero como estan vacios, no podemos considerarlos”. Entonces la
profesora preguntd a toda la clase que queria decir lo que estaba afirmando Lucas, a lo que Ilan
respondié “siempre podés encontrar una caja tan chica como quieras, si cortas un cuadradito muy
chico - es decir con lado de valor muy proximo a cero - o si cortds un cuadrado de lado casi

12cm™.

Quedaba entonces por encontrar el valor maximo, pero varios alumnos ya se habian dado
cuenta de que debian proceder como en la segunda resolucion del primer problema: aplicando el
concepto de derivada. Micaela dijo al respecto: “Aca no queda otra [opcion] profe que hacer
como la otra forma que usamos en el problema del boliche, derivando, porque esta funcion no
tiene una férmula para los vértices” - refiriéndose a los maximos o minimos de la funcion cubica.
La profesora aclaro a Micaela, y al resto del curso, que en las funciones polinémicas de grado
mayor o igual a tres, no se llama vértice a ese tipo de puntos, sino simplemente extremos.
Aprovechando este comentario, la docente pregunto a todo el alumnado si sabian a que se referia
Micaela, y entonces la mayoria pudo responder que si, que se trataba de derivar la funcion,
encontrar los valores donde se anula y luego investigar si hay cambio de signo de la funcién

derivada para intervalos anteriores y posteriores a dichos valores.

La profesora les dejé unos minutos para que llevaran adelante lo propuesto. Dado que en este
caso la derivada se anula en dos valores - en 4,53 y 14,14, aproximadamente-, y uno de ellos no
pertenece al dominio de la funcion, hay que descartarlo; aun luego de la discusion de la clase
anterior sobre este asunto, algunos no se detuvieron en ese detalle, pero la mayoria si lo hizo e

investigo el cambio de signo de la derivada a izquierda y a derecha de 4,53, concluyendo que
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efectivamente es el corte que da el volumen maximo, puesto que hallaron que la funcién crece

hasta ese valor y decrece luego, pues la derivada resultaba positiva antes y negativa luego.

En el cierre de este problema, en la nueva puesta en comun, los alumnos comentaron lo que
hicieron y luego de haber respondido las preguntas, una de las alumnas, Agustina, pregunto si
siempre que haya que encontrar un maximo o un minimo hay que llevar adelante este
procedimiento, cuando no es una funcion cuadréatica, y algunos alumnos mas se sumaron a esta
pregunta, a lo que la docente les respondié que luego de resolver un problema mas responderian
entre todos a esta inquietud, cuando se enunciaran los teoremas correspondientes. En este
momento, se observa que algunos alumnos de manera indirecta necesitaban una
institucionalizacion de lo que estaban aprendiendo, sin embargo, la profesora consider6 que era
conveniente formalizar los teoremas sobre la monotonia de una funcion y sobre la busqueda de
extremos relacionados al concepto de derivadas, luego de la resolucion del proximo, y ultimo,
problema antes de dicha formalizacion. Puesto que, como ya se analizo, en dicho problema

resulta aun mas indispensable el uso de la derivada.

4.1.3. SOBRE EL TERCER PROBLEMA

En la quinta clase, de 80 minutos de duracion, se presento el tercer problema, que requirié que
la docente recordara como se calcula el volumen de un cilindro porque los alumnos se lo

solicitaron dado que la mayoria no lo recordaba.

El enunciado de este problema y su planteo les resultd6 mucho més complicado a los

estudiantes dado que tampoco recordaban cdmo calcular el area lateral del cilindro y la docente
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tuvo que explicar la situacion ejemplificando con una hoja de papel rectangular que enroll6 para
simular el salero — sin las tapas-. Una vez que les ayudo a pensar como se determina el area, les
dejo tiempo para que continuaran trabajando solos. Pero esta vez, a los pocos minutos, la mayoria
de los alumnos pidié a la profesora que explicara como plantear la funcion, porque no lograban
hacerlo; de hecho se pudieron registrar pocas producciones, ya que pocos alumnos lograron
plantear algo. Una de las producciones que mostraremos para ejemplificar es la de Mateo, quien
fue de los pocos alumnos que logré bosquejar una idea, aungque no pudo obtener la formula de la

funcidn, consideramos que es un intento que merece ser exhibido y se observa en la Figura 4.8.

Figura 4.8

Sofia y Rocio fueron las Gnicas que lograron plantear la funcion -tal como se muestra en la

Figura 4.9 - aunque no se detuvieron a pensar en el dominio hasta la puesta en comdn.
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Figura 4.9

La mayoria de los alumnos comentaban a la profesora que sabian como tenian que hallar el
minimo pedido y asi resolver la situacion problematica; esto es: plantear la funcion adecuada y su
dominio y luego proceder como en el segundo problema, aplicando las conclusiones respecto de
la aplicacion de la derivada, pero la dificultad se les presentaba a la hora de plantear la funcion,
puesto que no lograban relacionar las variables r — radio de la circunferencia de la base del
cilindro - y h —altura del cilindro. Otros alumnos no pudieron identificar - ain con el aporte antes
mencionado de la profesora- que la parte lateral del cilindro es un rectangulo cuya base es la

longitud de la circunferencia de la parte superior e inferior del salero.

Esto nos conduce a reflexionar varias cuestiones, antes de continuar con el relato de la clase.
Una de estas reflexiones es que la eleccion de este problema, quizés, no haya sido acertada dado
que se presento una dificultad algebraica mucho mayor de la esperada y que no fue considerada

en el analisis a priori. Pero si consideramos positivo el hecho de que los alumnos sabian esta vez
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como proceder, una vez que tuviesen planteada la funcién, ya que aplicarian lo aprendido
mediante la resolucion de los dos problemas anteriores, habiendo dejado de lado la resolucién por
tanteo. Es decir, esto evidencia que este tercer problema, junto con las conclusiones obtenidas en
los anteriores, invitaba a los alumnos a transitar una situacién de consolidacion, que como se
explicd en el Marco Teorico, son las que permiten detectar el grado de significatividad del nuevo

contenido que se aprendid, midiendo su nivel de funcionalidad.

La profesora entonces accedié a lo pedido por los alumnos y les revel6 como relacionar las
variables, aunque lo hizo de manera tal que, con preguntas adecuadas, los alumnos fueran
descubriendo la manera de hacerlo. Si bien en ese momento la intervencion de la docente fue una
de las mas extensas, y esta clase se parecié mas a una tradicional, ella intent6 que fuera lo menos
conductual posible y hubiera un tinte constructivista, aun en la explicacion del planteo de la

funcién adecuada.

Una vez que se planteo la funcién, ya casi todos los alumnos — con excepcion de unos pocos
que estuvieron desinteresados durante toda la aplicacion de la secuencia- pudieron hallar el
minimo solicitado sin inconvenientes aplicando los mismos procedimientos que en los problemas

anteriores al momento de hallar un extremo con la aplicacién de la derivada.

Esta vez no recurrieron a graficar la funcién para tener una idea previa sobre donde podria
localizarse el minimo, aunque la docente realizd preguntas referidas a esto, como si podian
imaginar el grafico facilmente como en los problemas anteriores, 0 si era necesario conocer la
curva que representa funcién para hallar el extremo, a lo que los alumnos respondieron que no;

“isi sabés hacerlo con la derivada!...” dijo, por ejemplo, Lucas.
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Luego de trabajar con este problema, la profesora se dirigid en voz alta a Agustina, quien
habia consultado sobre si siempre habia que proceder de este modo - aplicando el concepto de
derivada - para recordarle su pregunta y si ahora ella, o cualquier compariero, se sentian capaces
de responder esa cuestion, a lo que dijeron que si, que esta les parecia la manera en que habia que
resolver los problemas de optimizacidn, siempre y cuando no fuera mas sencillo hacerlo de otro
modo, como en el primer problema. Por lo tanto, luego de esto, la profesora considero que ya era
momento propicio para enunciar los teoremas asociados a todo lo trabajado, por eso mediante
preguntas orientadoras, los fueron planteando, escribiéndolos en el pizarron en lenguaje coloquial
y simbdlico, e institucionalizando asi los nuevos contenidos que surgieron de la aplicacion de esta

secuencia didactica.

Este altimo problema se pudo resolver en forma completa en una sola clase, pero antes de
finalizar la misma, la docente solicité a su alumnado que realizaran una lista de los pasos que
creyeran necesarios para resolver problemas de optimizacion. Les adelantd que en la siguiente
clase los compartirian en una puesta en comun, y asi, entre todos, aunarian criterios para decidir

cudl es la lista mas acertada.

Efectivamente, eso sucedid en la clase siguiente y fue interesante la puesta en comun, ya que
todos estaban de acuerdo en que, una vez planteada la funcién que modelice el problema, se
deben aplicar los teoremas formalizados en la clase anterior, pero hubo algunas diferencias, como
que algunos consideraban que como primer paso era necesario leer atentamente el enunciado,
mientras que otros consideraban necesario primero el planteo del dominio y otros proponian
realizar una figura de andlisis si se trataba de un problema geométrico, y algunas variantes mas

gue se muestran en el anexo.
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A continuacion, se muestra la lista de pasos necesarios para resolver problemas de
optimizacion que se disefid con los aportes de los alumnos, tal como quedd redactada por los

propios estudiantes:
e Leer atentamente el enunciado e identificar los datos importantes y las variables.

¢ Vincular las variables a partir de los datos que brinde el enunciado del problema y plantear

una férmula para la funcion con una Unica variable.

e Hallar el dominio de la funcion planteada teniendo en cuenta el sentido logico del

problema.

e Hallar la funcion derivada, ya que esta nos permite calcular la pendiente de las tangentes en

diferentes puntos.

e lgualar a cero la funcion derivada para encontrar los valores donde la pendiente de la

tangente sea horizontal, porque en esos puntos puede existir un maximo o un minimo.

e Evaluar el signo de la derivada antes y después de los valores despejados de la ecuacién
anterior. Si hay cambio de signo de la funcién derivada de positiva a negativa, entonces la
funcidn crecio antes de dicho valor y luego decrecid, entonces encontramos un maximo. Y
si sucedio lo contrario, entonces encontramos un minimo. Recordar que siempre debemos

verificar si los extremos encontrados pertenecen al dominio de la funcion.
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Con esta lista se dio por finalizada la secuencia didactica de este trabajo. Luego, en las clases
siguientes continuaron resolviendo problemas de optimizacion pero su analisis excede lo

propuesto en esta tesis.

4.2 ENCUESTA

Luego de la aplicacion de la secuencia, es decir, de la resolucion de los tres problemas y la
elaboracion de la lista de pasos necesarios para resolver problemas de optimizacion, disefiamos
una encuesta de carcter anonimo y con un lenguaje informal — para que sea de facil comprension
para los alumnos - con el fin de tener un instrumento més para indagar y analizar si se produjo un
aprendizaje significativo mediante la experimentacion de esta Ingenieria didactica. Las preguntas

de la encuesta fueron formuladas de modo tal que se pudiera extraer informacion adicional sobre:

e cOomo les resultd a los alumnos que la consigna general de los problemas fuera que ellos
decidieran como resolverlos, con total libertad de elegir las herramientas, conocimientos
previos, recursos y estrategias para llegar a las respuestas correctas;

e si la puesta en comun y el debate del primer problema les aportaron ideas para pensar la
resolucion del segundo, y a su vez, si las conclusiones del primero y segundo problemas les
fueron utiles para pensar la resolucion del tercero;

¢ si consideran que resolver problemas mediante el planteo de funciones es importante;

e (ué problema les interesd mas;

e si resolviendo los problemas, y con la puesta en comdn que se hizo luego de cada problema,

piensan que entendieron mejor el concepto de derivada y recta tangente;
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¢ y sitodo lo que se desarrollé para la basqueda de extremos les parece una herramienta util

y creen que podrian usarla en situaciones reales.

El texto completo de la encuesta se puede ver en el anexo de este trabajo, como asi también,

las respuestas textuales, de algunos de los alumnos, que nos parecieron relevantes.

En términos generales podemos decir que las respuestas a la encuesta reflejan que ha sido una
experiencia positiva para los alumnos dado que, en primer lugar destacan que se sintieron libres
al poder elegir ellos mismos con qué conocimientos previos resolverian cada situacion: pudieron
utilizar cualquier saber de los incorporados durante sus cinco afios de escuela media. Por
ejemplo, en una de las encuestas un alumno responde lo siguiente: “Me encantd que seamos
libres para resolverlo. Me parecio muy bueno poder encararlo [el problema] como gqueramos
[porque] no me gusta que me digan como lo tengo que hacer, pudiendo hacerlo con mis

conocimientos”.

También varios afirmaron que les parecio interesante y enriquecedor poder intercambiar ideas
con sus compafieros y poder debatirlas en las puestas en comin. A la mayoria les parecid
importante esta instancia de debate, con la mediacion de la docente, puesto que sintieron que los
ayudaba a entender mejor los conceptos trabajados en los problemas — derivada, recta tangente y
optimizacion de funciones — y que de cada puesta en comun surgieron ideas que les sirvieron para
plantear y resolver el o los siguientes problemas, por ejemplo en una de las encuestas, un
alumnos sefiald que “el segundo problema me resulto mas facil, ya que usé los mismos

procedimientos que en el primero”.
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Es necesario comentar, sin embargo, que también hubo unos pocos alumnos que respondieron
que esa libertad que los otros veian como positiva, ellos no la consideraban del mismo modo
porque no sabian como empezar —una alumna dijo que la hacia sentir confundida y otra,
“nerviosa, porque no sabia si lo que estaba haciendo estaba bien”- y que preferian la clase
tradicional donde el profesor explica un contenido, cémo se usa y luego lo reproducen en

ejercicios.

Otra conclusion que se puede obtener de las respuestas de las encuestas, es que el problema
que mas les interes6 a la mayoria de los alumnos — aproximadamente al 60% - fue el del boliche,
principalmente porque les resultd el problema mas facil de los tres propuestos y casi todos
pudieron resolverlo de algin modo, ya sea por tanteo o hallando el vértice de la funcion
cuadréatica que queda planteada; o tambien — y en algunos casos fue por las dos cosas- porque se
refiere a una actividad cercana a ellos: ir a bailar a discotecas. En una de las encuestas, uno de los
alumnos dice: “[me gustd mas el problema] del boliche ya que de los tres, es la situacion mas
cotidiana en mi vida”. Los otros dos problemas les parecieron interesantes cada uno al 20%, de
los alumnos, aproximadamente. A los que les gusto el problema de la caja fue porque era una
situacion que podian ver en forma concreta, tal como hizo Franco al simular su construccion con
una hoja de papel. Sin embargo a los alumnos que les resulté mas interesante el problema de los
saleros adujeron que fue porque lo vieron mas cercano a una situacion real de la vida y también

porque les parecio desafiante al tener un planteo mas complicado que los dos primeros.

Otro hecho para destacar es que, unanimemente, todos respondieron que es importante
resolver los problemas planteando una funcién adecuada a la situacion ya que asi resulta mas

facil encontrar la respuesta correcta y les parece mas practico. Aun alumnos que no estaban muy
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de acuerdo con el modo de trabajar los problemas se manifestaron de esta forma; por ejemplo, en
una de esas encuestas, cuyas respuestas fueron mayormente negativas, su autor, que manifestd
que a él no le sirvio lo realizado en la secuencia para entender mejor derivada- se puede leer que
resolver un problema planteando una funcién es importante “porque es una forma de crear un
método, e incluso de simplificar la resolucion del problema”. Otro alumno, cuyas respuestas
fueron todas positivas, dijo que “de otro modo, deberiamos probar valores y la mayoria de las

veces no llegariamos al resultado”.

Por Gltimo, la mayoria de los estudiantes — aproximadamente el 70% - dijo que resolviendo
estos problemas y, a partir de la puesta en comun, lograron entender mejor el concepto de
derivada y de recta tangente. Por ejemplo, un alumno dijo que con lo realizado “contesta la
pregunta de todos que es /jy para qué te sirve en la vida?”’; de manera similar, otro alumno dijo
que lo “ayudé a entender para qué se usan las derivadas”. Respecto a esto ultimo, la mayoria
contesto que la derivada y las conclusiones — teoremas- que surgieron de la resolucion de los
problemas, les parecen herramientas Utiles para encontrar extremos de funciones y que lo ven
aplicable a la vida real, y sobre todo lo relacionaron con situaciones economicas. Un alumno dijo
al respecto: “Si, es una herramienta util porque no requiere hacer el grafico ni tantos pasos. Creo
que se puede usar en una situacion real, parecida a la del primer problema”. De manera similar,
otro alumno dijo “me parece tutil. En la vida real se pueden usar en las empresas, en situaciones

como la del primer o dltimo problema”.

También hubo pocos alumnos que respondieron negativamente respecto de la utilidad de la
herramienta desarrollada en los problemas, o que no saben qué tipo de situaciones podrian

requerir de ella. Una alumna dijo que le parece “muy dificil [de aplicar] en situaciones
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cotidianas” - aunque eso no fue lo que se preguntd- “a no ser que estudies o trabajes de eso.

Ejemplo: profesor de matematica”.
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CAPITULO 5: CONCLUSIONES

A la luz de todo lo ocurrido durante la aplicacion de esta secuencia didactica, y en comunion
con los resultados observados y examinados mediante el analisis a posteriori de la Ingenieria
Didactica disefiada, podemos decir que la misma permitio corroborar la transferencia de
conocimientos previos, por parte de la mayor parte de los alumnos, a la resolucion de situaciones
problematicas, que a su vez lograron hacer surgir un contenido nuevo y que, de esa manera, se
generara un aprendizaje significativo, que es aquel que no se produce por repeticion ni
memorizacion de conceptos, sino que se adquiere apropiandose de los contenidos a través de la
resolucion de problemas convenientemente elegidos para tal fin, tal como sugiere Brousseau
(2007), de modo que contribuyan a la integracién de los nuevos conocimientos a la red de saberes
previos. Como se expresd en el marco tedrico, un problema bien elegido en términos de este
autor es aquel que da la posibilidad de que se piensen estrategias variadas para su resolucion,
pero gue a su vez genere ciertos desequilibrios cognitivos de manera tal que el alumno accione en
pos de volver a acomodarse cognoscitivamente y asi, durante el recorrido de ese camino,

atraviese por distintas situaciones que lo conduciran a apropiarse de un conocimiento nuevo.

Creemos que los alumnos con los que se realizo esta experiencia recorrieron dicho camino y
llegaron a buen puerto, puesto que - como se mostrd en el andlisis a posteriori - aprendieron,
mediante la resolucién de los problemas propuestos en la secuencia, a optimizar funciones,
pudiendo hallar los extremos de éstas a partir de la aplicacion del concepto de derivada, en
relacion con la idea de recta tangente a una curva en un punto. Estos alumnos lograron poner en

juego los conocimientos de que disponian en su bagaje de saberes previos y que supieron
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transferirlos, a partir de situaciones adidacticas, en las que la docente procuro intervenir solo con
caracter de guia; también lograron descubrir, casi motu proprio, los teoremas sobre la relacion del
signo de la derivada primera con la monotonia de una funcion y la basqueda de extremos. Todo
esto fue posible porque los problemas fueron elegidos de manera apropiada para que los alumnos
transitaran por las situaciones de accion, validacion y formulacion, en primera instancia, y para
que junto con la profesora institucionalizaran los conocimientos nuevos que emergieron a partir
de esas situaciones mencionadas y de la resolucion de los problemas, y para que luego se
afianzaran con la propuestas de otros problemas que generaran las situaciones de consolidacion y
aplicacion, que son las que permiten identificar si los contenidos nuevos resultaron funcionales y
significativos para el alumno. Consideramos que esto ocurrié satisfactoriamente puesto que
queda en evidencia a partir de lo relatado en el andlisis a posteriori, donde puede observarse que
en gran medida se cumplié lo vaticinado y esperado en el analisis a priori. Principalmente se
esperaba que los estudiantes tuvieran que acudir al concepto de derivada, dado que la resolucion
del segundo vy tercer problema no era posible mediante recursos algebraicos basicos, pues éstos
resultaban insuficientes e ineficientes, y entonces surgié la necesidad de pensar en las pendientes
de las tangentes de las funciones, el signo de éstas y su relacion con el crecimiento o
decrecimiento de las curvas que representan dichas funciones. Y esto es tal como lo plantea C.
Dolores Flores (2000) en lo que define como enfoque geométrico de la derivada, que intenta
seguir la linea histérica de generacion de este concepto — recordemos que el problema de hallar
extremos preocupd a Fermat, bastante antes que a Newton y Leibniz desarrollaran el concepto-,
como asi también enfatizar el caracter utilitario de la derivada en la resolucién de problemas de

optimizacion. Debemos sefialar que acordamos con Dolores Flores (2000) en que una ensefianza
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basada en este enfoque insume mas tiempo del habitual, ya que nuestra experiencia, que se

planed llevar a cabo en 4 clases, finalmente se realizo en 6.

Asi mismo, deseamos sefialar que rescatamos del trabajo de Matassa, Del Valle Pérez, Piraino
y Sadagorsky (2011) la idea de generar la necesidad de utilizar un concepto puntual — en el caso
de estas autoras, el de integral- para resolver un problema concreto, debido a que asi tendra mas
sentido para los alumnos, dado que serd una herramienta necesaria, y no impuesta a partir de una
ejercicio tradicional. En nuestro caso, la idea prentendio generar en los alumnos la necesidad de
derivar, como herramienta fundamental, para encontrar la solucién del problema de optimizacion
propuesto y asi la actividad resultara mucho mas atractiva, motivadora y significativa que si se la
hubiera introducido de manera tradicional, es decir, solicitando explicitamente la busqueda de

extremos de funciones dadas explicitamente.

Por ultimo, la encuesta final llevada a cabo con los alumnos refleja mayoritariamente un alto
grado de satisfaccion con el modo de trabajo elegido, asi como una actitud positiva por parte de
los alumnos, que lograron apreciar la utilidad del procedimiento de optimizacion de funciones
descubierto por ellos mismos, estimandolo como un método aplicable en situaciones reales,

calificativo no muy frecuentemente escuchado por los docentes de matematica.
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ANEXOS

A continuacién se muestran algunas producciones de los alumnos que consideramos
interesantes pero no se utilizaron en el cuerpo de la tesina. Las mismas forman parte de los
registros que realizamos de la secuencia didactica que formé parte de la Ingenieria Didactica

desarrollada en el presente trabajo.

Sobre las primeras resoluciones del primer problema:

La primera produccién —que se muestra en las Figuras A.1 y A.2 - nos resultd interesante
puesto que, si bien es desprolija, muestra de manera bastante clara los intentos y conjeturas que
realizaron Tomas M. y Damian para resolver la situacion planteada. Por ejemplo, aunque esté
tachado, se puede observar que en principio pensaron en dos variables — a la profesora le dijeron
que x representaba el valor de la entrada e y la cantidad de personas que concurren a ese precio,
pero luego lograron pensar en una sola.

La segunda producciéon —que se muestra en la Figura A.3 y pertenece a Kenneth - nos resultd
interesante porque fue el Unico alumno que penso que el dominio de la funcion planteada debia
ser solamente el intervalo de 0 a 3, es decir hasta el valor x del vértice de la parabola, puesto que
hasta dicho valor los ingresos del local bailable aumentan, y considera que debe tomarse asi
porque hasta ese valor los ingresos, crecen, aumentan.

Las Figuras A.4 y A.5 corresponden a la produccion de Matias. Lo que nos Ilamo la atencion
fue que él interpreto como precio maximo a aquel que permitiera generar una menor concurrencia
de personas al local, pero que no disminuyera los ingresos actuales. Por eso el precio propuesto

104

Tesista: Prof. Carolina Chavez. Directora: Lic. Silvia Seminara.



por él es 100 pesos e ingresarian 700 personas al local. También observamos que para él hay una

relacién lineal entre las variables personas y dinero, como se ve en la Figura A.5.
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Algunas de las listas de pasos necesarios para la resolucién de problemas de optimizacion

que realizaron los alumnos:
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Figura A.9

Encuesta realizada a los alumnos al finalizar la aplicacion de la secuencia:

1) (Qué te parecid que la consigna de cada problema sea resolverlo “como quieras y como
puedas”? ;Podrias explicar lo que pensaste y/o sentiste ante esta consigna con el primer
problema? ;Y con los demas?

2) ¢Cual problema te interesé mas? (Recorda que fueron 3: El del boliche, el de la caja y el
de los saleros) ¢Por que?

3) ¢Te gustd trabajar de este modo, intentando resolver problemas reales pudiendo usar
libremente todo lo que sabés de matemaética?

4) Luego de la puesta en comun de la resolucion del primer problema, ¢ Te surgieron nuevas
ideas para la resolucion del segundo?

5) Luego de la puesta en comin de la resolucion del segundo problema, ¢(Te surgieron
nuevas ideas para la resolucion del tercero?
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6) ¢Pensas que es importante resolver los problemas planteando una funcion que se adapte a
la situacion? ¢ Por qué?

7) Resolviendo los problemas y con la puesta en comun que se hizo con la guia de la
profesora, ¢sentis que entendiste mejor el concepto de derivada y de recta tangente?

8) ¢Te parece una herramienta Gtil esta que desarrollamos para encontrar maximos y
minimos de funciones? ¢Crees que se podria usar en alguna situacion real? ¢Podrias dar

un ejemplo?

Algunas de las encuestas gue respondieron los alumnos:
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Figura A.10

113

Tesista: Prof. Carolina Chavez. Directora: Lic. Silvia Seminara.



S e e et 0 S L e L R
)4uena 1dea 4o ue no 50l EPLONte folmes & resolvel 105 P(oblemes, $1po Que
n formes dems amigos y levo ol debete. Al PImarso me senti” desolientool pero &0, 2l leerio

Jogte podet hacerlo.

.lw-;. b d’ e'
3 Si,me porece w2 buepo meere de junter lodo o AMeodido 2 Jo 12090 o estos & 2105 .

|- €1 Pamer probleme me s11vic” mocho P2 szber como Woseder en Jos Hoximee .
1. 51, entre el Plimecy seqindo ploblemz me suigrerwn mayol 102s pera pder (esolvere) tee(o
5. 31, Y2 Que e hecho deplotear une funuoh fulite las coses g me felmile Lzbz)ar demga monetz

E Toizlmm,«c; l2 Peste en comd ) me $i1vio Mz entepder mejor ef lemaio y lesoliel dudls . |

i Si,me pefece vtil. ﬂeﬂ Millones o sitozcones donde se Puede ud hi3er, muc has de elfas
E\/mb cotidiene
=

Figura A.12

114

Tesista: Prof. Carolina Chavez. Directora: Lic. Silvia Seminara.



