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PLANEAMIENTO Y RESUMEN DE LA TESIS

La realizacion de este trabajo surgio, a partir de la necesidad como docente del area de
Matematica de escuela media, de tomar conocimiento de los errores que presentan los
alumnos de un sexto afio en los temas vinculados con el Algebra y con la argumentacion, y
reflexionar sobre cuales son los mas relevantes, atendiendo a un diagnostico realizado, con el
cual pudimos diseflar una propuesta didactica que promueve distintas actividades, que
ayudaran a los alumnos a disminuir los errores a partir de resoluciones que impliquen analisis,

justificaciones, verificaciones y argumentaciones de sus producciones.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

En el contexto de la Educacion Matematica, el estudio de los errores es un tema de constante
actualidad y relevancia porque, no solo tiene importancia desde un punto de vista teorico, sino
que también incide en el trabajo en el aula. En este sentido, puede utilizarse como herramienta
para introducir mejoras en el proceso educativo, permitiendo el disefio de estrategias de
ensefianza que tiendan a minimizar, en los estudiantes, las posibilidades de cometer errores en

sus producciones y concepciones.

El tratamiento de los “errores matematicos” y, en particular, el analisis de Sus caracteristicas
estan presentes en cada instante en la actividad del docente de Matematica. A partir de esta
premisa, el objetivo que se persigue en el presente trabajo, es analizar los errores cometidos
por estudiantes de Matematica de la escuela secundaria asi como las dificultades que
presentan, sobre todo en actividades relacionadas con el Algebra elemental y con cuestiones
vinculadas a la argumentacién. Por otro lado, y a partir de este analisis, se pretende el
disefio de una propuesta de ensefianza que contemple las dificultades y errores observados
y se oriente a mejorar los desempefios de los estudiantes frente a actividades que involucren

los temas mencionados.

El estudio se enmarca dentro de la Educacion Matematica y se lo puede asociar al Enfoque
Cognitivista, en el que se considera al conocimiento del individuo a partir de una mirada

constructivista. El estudio que realizaremos se desarrollara en dos etapas:
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= Una primera en la que se hara un diagnostico de los diferentes tipos de errores cometidos
por los estudiantes, asi como de las dificultades que presentan, en temas vinculados al
Algebra elemental, en actividades que contemplen a la argumentacion entre sus objetivos.
Este trabajo de campo se llevara a cabo en un curso de 6° afio en el area de Matematica de la
escuela secundaria y el analisis de los errores se hara a partir de las clasificaciones

establecidas por varios autores, entre ellos Astolfi (1999) y Pochulu (2006).

= Para la segunda etapa nos planteamos el disefio y fundamentacién de una secuencia
didactica que atienda, desde la ensefianza, a los principales errores y dificultades observados
en el diagnostico. Para eso, propondremos una serie de ejercicios que consideramos como
una forma de “modelo” de actividades para abordar, ya sea desde el aula con las
contribuciones del docente, o como actividades para desarrollar exclusivamente por los
alumnos, individual o grupalmente, e incluso para ser resueltas de forma domiciliaria. Este
esquema de actividades que se proponen apuntan a generar un tipo de trabajo en la clase de
Matematica que se complementard con otras mas elaboradas para cada afio del ciclo

superior.
En resumen, en este trabajo nos hemos planteado como objetivos centrales los siguientes:

o Caracterizar los errores que cometen los alumnos de Matematica en actividades que

involucren al Algebra y la argumentacion.

o Diseflar una propuesta de ensefianza que, atendiendo a las dificultades y errores
observados, se oriente a mejorar los desempefios de los estudiantes frente a actividades que

involucren las cuestiones mencionadas en el punto anterior.
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Cuestiones metodologicas

En relacion con las cuestiones metodologicas consideradas, podemos sefialar que el trabajo
realizado en esta tesina es de corte cualitativo y consistié en hacer un relevamiento de algunos
errores observables en estudiantes del ultimo afio de una escuela secundaria en relacion a
temas como el Algebra elemental y la argumentacion en Matematica. Para ello se disefi6 y
fundamentd, en términos de la bibliografia que se detallard en el encuadre tedrico, un
diagnostico consistente en tres actividades que fue implementado, en dos jornadas diferentes,
en el curso elegido para la prueba. Se analizaron las respuestas obtenidas en el diagndstico, y
en funcion de las mismas y de las consideraciones teoricas observadas en la bibliografia,
hemos disefiado y fundamentado una secuencia de ejercicios o actividades que consideramos
como una propuesta de ensefianza para llevar a cabo, ya sea en el Gltimo afio de la escuela
secundaria o0 a lo largo del Ciclo Superior de la misma, de acuerdo a las decisiones que tome
el docente o la institucion en la que éste se desempefie. Esta propuesta cuenta también con
sugerencias metodoldgicas para su implementacion y las motivaciones con que fueron

pensadas cada una de las actividades.
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CAPITULO 2

PLANTEO DEL PROBLEMA DE ESTUDIO

Como sefialamos, nos hemos propuesto, en nuestro proyecto, el disefio y fundamentacion de
una propuesta didactica que atienda, desde la ensefianza, a los principales errores y
dificultades observados en los estudiantes del Gltimo afio de la escuela secundaria. No
obstante, las actividades que presentamos en nuestra propuesta estan pensadas para ser
implementadas no so6lo en el dltimo afio, sino también en los afios previos. Esto lo hemos
determinado asi con la intencién de lograr una consolidacion del aprendizaje que permita
egresar de la escuela media un estudiante que haya encontrado, a lo largo de sus ultimos afios
de estudio secundario, un acercamiento al razonamiento y a la forma de reflexionar frente a
los posibles errores que cometa en sus resoluciones.

Para tener un conocimiento méas cercano acerca de cuéles son los errores que nos interesan
destacar, planteamos un trabajo de campo, que consistio en un diagndstico en el que se
presentaban actividades/ejercicios disefiados especialmente para observar aquellos asociados
al estudio que nos proponemos.

Si bien entendemos que los estudiantes no estan muy habituados a resolver actividades en las
gue necesariamente deban argumentar como parte de su respuesta, sabemos que la
argumentacion, en tanto explicacion o justificacion de un procedimiento o accion, es una tarea
gue va mas alla de la Matematica, y atraviesa a todas las areas del quehacer cotidiano y, en
particular, del estudio en cualquiera de las disciplinas involucradas en la educacion

secundaria. Es por eso que, sabiendo que este objetivo del diagndstico presentaria varias
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dificultades a los alumnos y que se observaria una gran variedad de errores en las respuestas,
nos interesd, igualmente, poder tener una referencia cierta de cual es la situacion del grupo en
el que se llevaria a cabo la experiencia.

Se pensaron para el trabajo de campo actividades vinculadas con el Algebra, en las que los
alumnos debieran poner en juego distintas estrategias de resolucion y en las que fuese

necesario justificar, argumentar y/o explicar las resoluciones producidas.

2.1. Algunas concepciones sobre el error en la Matematica escolar.

Al momento de pensar las actividades, y considerando las posibles producciones de los
estudiantes al resolverlas, tuvimos en cuenta algunas de las concepciones del error en la
Matematica considerada por distintos autores y halladas en distintos trabajos que los mismos
han publicado.

Charnay, al respecto sefiala que es importante considerar al error

... ho como una falta o una insuficiencia sino como una parte coherente de un proceso,
ayuda al alumno a tomar conciencia de que puede aprender de sus errores y a nosotros
mismos, los docentes, a aprender mucho de los errores de nuestros alumnos (citado

por Engler, Gregorini, Miller, Vrancken y Hecklein, 2004, p.23)

Por su lado, Godino, Batanero y Font (2003, p. 69) expresan: “Hablamos de error cuando el
alumno realiza una préctica (accion, argumentacion, etc.) que no es valida desde el punto de

vista de la institucion Matematica escolar”
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También, Del Puerto y Minnaard (2004) afirman: “El error es una valiosa fuente de
informacidn acerca del aprendizaje de las Matematicas”

Para Socas (1997) “el error debe ser considerado como la presencia en el alumno de un
esquema cognitivo inadecuado y no solo la consecuencia de una falta especifica de
conocimiento o una distraccion”. Concluye diciendo: “Todo error es el comienzo de un buen
aprendizaje”.

Brousseau (1983) utiliza el concepto de obstaculo epistemoldgico, refiriéndose a un
conocimiento previo que le impide o le dificulta la adquisicion de uno nuevo. En este sentido,
sefiala que lo que es funcional en una situacion no lo es en otro , por lo que sostiene que : “El
error no es solamente el efecto de la ignorancia, la incertidumbre, sino que es el efecto de un
conocimiento anterior que, a pesar de su interés o éxito, ahora se revela falso o simplemente
inadecuado”

Como puede observarse, en todas estas apreciaciones que acabamos de presentar,
encontramos una mirada del error como punto de partida para reflexionar sobre lo realizado
en la resolucidn, sobre las estrategias puestas en juego y, a partir de alli, construir un nuevo
conocimiento. Adhiriendo a lo planteado por estos autores, es que nos hemos inspirado en
estudiar qué y cdémo hacer algo que pueda contribuir a mejorar el aprendizaje de la
Matematica en la escuela y lograr que los estudiantes y docentes puedan reconocer a los
errores no sélo como un elemento negativo, sino como un motor que moviliza la reflexion y, a
partir de ello, mejorar el rendimiento al realizar distintas actividades que involucren a la

Matematica.
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2.2. Algunas apreciaciones sobre nuestra propuesta

El anélisis de las resoluciones que los estudiantes hicieron de las actividades planteadas en el
diagndstico, y que presentaremos en un proximo apartado, nos ha permitido disefiar la
propuesta didactica antes mencionada. En esta propuesta intentaremos reflejar actividades que
persiguen el objetivo de superar algunas de las dificultades que presentan los alumnos en los
temas citados.
Llegado el momento del disefio de esta propuesta, se nos presentaron algunos interrogantes en
torno a la misma. Algunos de ellos fueron:

e ;Qué tipos de actividades debemos contemplar?

e ;como conviene elaborar un “repertorio” de las mismas para atender a los distintos

errores que se observan en los alumnos?
e ;cudl es el mejor momento para comenzar a implementarlas?
e ;planteamos actividades para utilizar sélo con estudiantes del dltimo afio de la escuela
secundaria?

A partir de estas inquietudes, hemos considerado apropiado proponer una guia o serie de
actividades que pueda ser utilizada en los cursos de Matematica del ciclo superior, es decir, en
los Gltimos tres afios de la escuela secundaria, para trabajar durante un periodo considerable y
que el proyecto tenga continuidad, atendiendo al Disefio Curricular de la Provincia de Buenos
Aires.
Al respecto, la Ley Provincial de Educacién N°13688 (2007) en sus paginas expresa, para la
asignatura Matematica y su ensefianza en el Ciclo Superior de la Escuela Secundaria que:

El Ciclo Superior de la Escuela Secundaria representa para los jovenes la oportunidad

de profundizar contenidos matematicos anteriores, analizarlos desde el punto de vista
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formal de la matemética como ciencia, al mismo tiempo que se abre un espacio de
construccion de nuevos conceptos. En este contexto, el desarrollo de la materia en el

6° afio debe aportar niveles crecientes de formalizacion y generalizacion.

En las Orientaciones Didacticas de la Ley se considera la Resolucion de problemas y la
Formalizacién, detallando en un item la importancia del Clima de la clase y tratamiento del
Error. Esto aparece expresado en los siguientes términos:

La superacion de errores se lograra si los alumnos toman conciencia acerca de los
mismos y se hacen cargo de su reparacion en niveles crecientes de autonomia. Dar la
respuesta correcta no significa enmendar un error, mas ain deberd estimularse al
estudiante para que elabore estrategias de control que le permitan decidir sobre la

correccion de sus producciones.

En este sentido, la guia de actividades que presentaremos cuenta con ejercitacion que podria
ser utilizada por los docentes a cargo de cursos en esos niveles o, tnicamente en el tltimo afio
si esta fuera la decision del docente usuario de esta guia. La serie propuesta consiste en 8
gjercicios o problemas que, a nuestro entender, pueden funcionar como “modelo” de
actividades que atiendan a la problematica que nos interesa abordar. De este modo, pensamos
que a partir de este conjunto de ejercicios se podrian elaborar otros, de caracteristicas
similares (y no idénticos) para ser trabajados en distintos cursos del mismo afio y, a su vez, en
distintos afos del ciclo superior.

Entendemos que estos temas que mencionamos son lo suficientemente abarcativos de la
formacion matematica en la escuela secundaria y, ademas, estan presentes en los Contenidos

Curriculares. Por otro lado, entendemos que la argumentacion es un eje transversal a todas las
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disciplinas escolares y forma parte de la formacién integral y el quehacer cultural de los

estudiantes.
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CAPITULO 3

ERRORES EN MATEMATICA: ESTADO DEL ARTE Y
MARCO TEORICO

3.1. Estado del Arte

Desde el Cognitivismo se sostiene que, si bien los saberes previos de los estudiantes resultan
solidarios con los nuevos conocimientos, muchas veces representan un obstaculo para la
adquisicién de éstos por parte del alumno. En este sentido, los errores resultan una
manifestacion de las dificultades y obstaculos presentes en el proceso de aprendizaje de la
Matematica, y es por ello que resulta importante su hallazgo y andlisis por parte de los
docentes e investigadores. Entendemos que la realizacién de un analisis como el que nos
proponemos hacer resulta significativa a la luz del disefio de futuras estrategias didacticas que
persigan mejoras en la ensefianza de la Matematica, a partir del conocimiento de los errores y

los obstaculos que éstos generen en el aprendizaje.

En la actualidad, y desde hace muchos afios, en el ambito de la Educacién Matematica se
desarrollan distintas investigaciones en relacion con los “errores matematicos” observados en

los procesos de aprendizaje de la Matematica en distintos niveles de escolaridad.

Espinosa (2000) sefiala que las dificultades que los alumnos tienen en Matematica estan
vinculadas, entre otras cosas, a los errores que cometen en su trabajo en esta disciplina. Desde
este punto de vista, apunta que las estrategias que necesita emplear un docente para utilizar

los errores de los alumnos como fuente de aprendizaje, y posterior superacion, dependen del
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tipo de error que manifieste el alumno. En este sentido, resulta fundamental conocer la

naturaleza de los errores, y esto es lo que justifica su clasificacion en distintas tipologias.

Si particularizamos en los errores relacionados con el Algebra elemental y la argumentacion,
resulta importante sefialar que son muchos los aspectos vinculados a los mismos, dada la
profunda incidencia que, tanto el Algebra como la argumentacion tienen en las diferentes
areas de la Matematica escolar. Entre los aspectos que, a nuestro entender, resultan de interés
para el estudio de estos errores podemos sefialar, por ejemplo,

- operatoria y uso de simbolos y variables,

- manejo de propiedades,

- uso de recursos de argumentacion y logica matematica

- procesos metacognitivos.

En la literatura sobre el tema, se observan diferentes clasificaciones de los errores en funcion

de las observaciones realizadas sobre distintas actividades propuestas a estudiantes.

Al respecto, Ursini Trigueros (2005) abordan el estudio de las problematicas en Algebra en
torno a los distintos usos de la variable: como incdgnita, como numero generalizado y en su
relacion funcional, y destacan las dificultades que presentan los estudiantes para
familiarizarse con ellos. Algunos autores se refieren al trabajo con estos modos de interpretar
a los “literales” en una expresion algebraica como el modelo 3UV, por referirse a tres formas

particulares de “ver” a una variable. El tratamiento de variable, no es rigido, se puede aplicar:

e en primer caso a una incognita, presentada en una ecuacion, como un valor

desconocido, que se puede determinar resolviendo la misma y verificandola;
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e en segundo caso a un namero generalizado que representa una regularidad o un patron

y, por altimo,

e un tercer caso, considerando a la variable en relacién funcional, caso que se da
cuando se involucran dos magnitudes o cantidades vinculadas mediante una funcion,
siendo en este caso, la variable independiente la que se considera como la variable

indicada.

Este modelo aport una nueva mirada para abordar el estudio de las variables en el Algebra
elemental, asi como implementar estrategias didacticas para la comprension del trabajo con

las mismas por parte de los estudiantes.

En virtud de las dificultades planteadas por los autores mencionados, los mismos sefialan que
los estudiantes no logran desarrollar un manejo flexible de estos usos de la variable, lo cual

los conduce a cometer distintos errores al resolver actividades en contextos algebraicos.

Otro autor que trata sobre los “simbolos” y la dificultad de poder trabajar con ellos es Arcavi
(1994) que estudia y analiza el desarrollo y el uso del “sentido simbolico”. Afirma que en la
resolucion de problemas algebraicos deben evitarse manipulaciones automaticas de simbolos,
que daran lugar al error y que, para promover el desarrollo del sentido de los simbolos en los
estudiantes, se deben presentar situaciones para utilizar su potencial, abrir cuestiones para la
reflexion y discusion, habilitar un espacio en el aula para la conversacion, estimular ideas
acerca de los simbolos y no apresurarse para dar por cerrado un contenido o una idea.

Segun Arcavi “los simbolos pueden desempefiar roles distintos en distintos contextos y
desarrollar un sentido intuitivo de esas diferencias” y recomienda considerar los “distintos

roles que pueden desempefiar las variables y los parametros, y los distintos tiempos de
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sustitucion”. La idea de “sentido de los simbolos” 6 “sentido simbodlico” abre varias
cuestiones que resultan importantes e interesantes para la reflexion, pero que no forman parte

de nuestro objetivo para este trabajo.

Por su parte, Socas (1997) describe al error como la presencia de un esquema cognitivo
inadecuado en el alumno. En relacion con actividades que involucran al Algebra sefiala
algunas dificultades y errores cometidos por estudiantes de Matematica que estan asociados,

entre otras cosas, a:

- la complejidad de los objetos del Algebra que operan en sentidos semantico y

sintactico,

- los procesos de pensamiento que surgen de la naturaleza logica del Algebra,
- los procesos de ensefianza, y

- las cuestiones afectivas y emocionales de los alumnos hacia el Algebra.

También Booth (1984) se refiere a los errores en Matematica y describe algunos atribuibles,

entre otras cosas, a:
- lanaturaleza y el significado de los simbolos y las letras,
- el objetivo de la actividad y la naturaleza de las respuestas en algebra,
- el uso inapropiado de formulas o reglas de procedimiento.

En lo que respecta a los errores relacionados con la argumentacion, justificacion y/o
razonamiento matematico, Esteley-Villareal, (1990, 1992, 1996) realizan también una

“categorizacion” de errores, entre los que figuran aquellos que surgen:

- al operar con numeros reales en calculos, planteos y resolucion de ecuaciones,
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- por el no empleo o uso parcial de la informacion,
- por la no verificacién de resultados parciales o totales y
- por una deduccién incorrecta de la informacion.

Nos parece importante destacar la clasificacion de los errores en Matematica propuesta por

Astolfi (1999) que considera, entre otros, a los errores:
- debidos a la comprensidn de las instrucciones de trabajo dadas,

- que provienen de los habitos escolares o de una mala interpretacion de las

expectativas,
- que son resultado de las concepciones alternativas de los alumnos,

- (que estan ligados a operaciones intelectuales y

causados por la complejidad del contenido.

Pochulu (2005), es un autor que ha realizado trabajos de cierta actualidad en los que ha
dirigido la atencion a estudiar los “errores” en las producciones matematicas que los alumnos
realizan para sus clases. En sus publicaciones manifiesta que éstos son detectados, en forma
reiterada, en los distintos contenidos abordados, y que no se producen por casualidad, sino
que tienen su origen en el proceso de ensefianza y aprendizaje de la Matematica. Puntualiza

que los errores se deben a distintas razones como, por ejemplo:
- al lenguaje matematico,
- adificultades para obtener informacion espacial,

- ainferencias o0 asociaciones incorrectas,
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- alarecuperacion de un esquema previo,
- acélculos incorrectos o accidentales,
- adeficiencias en la construccion de conocimientos previos,

- alaausencia de conocimientos previos.

Sessa (2005), en su libro “Iniciacion al estudio didactico del Algebra. Origenes y
perspectivas”, manifiesta lo complejo de la introduccion del Algebra en la escuela secundaria,
que redunda luego en los errores percibidos en las clases diarias de Matematica. La bldsqueda
de un camino que permita avanzar a los alumnos para que aprendan Algebra es una de las
tareas que la autora se propone. Ella hace su aporte diferenciando el uso de la variable en sus
tres expresiones (modelo 3 UV), haciendo hincapié en el tipo de actividades (las mas ricas
desde el punto de vista didactico) que se deben fomentar para aprender Algebra. Se puede
considerar que el comienzo de este trabajo puede realizarse siguiendo algunas de las
siguientes alternativas:

e que cuando la actividad consista en resolver una ecuacién, en la consigna debe
definirse claramente el conjunto numérico en el que se considera a la incognita (el
“dominio” de validez de la ecuacion)

e cuando se propone un problema que involucre la resolucién de algunas ecuaciones
para llegar a su solucion, seria deseable que exista una real necesidad de plantearlas y
resolverlas, es decir, que no sea “forzado” el trabajo con las ecuaciones y que, ademas,
no haya formas “mas econdémicas” de resolucion,

e que la resolucion de una actividad proponga que el alumno explore en busca de

férmulas relacionadas con la misma,
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e que se trabaje la generalizacion como de expresion unificada de una regularidad,

e (ue se propongan actividades donde esté presente la idea de 2 variables o magnitudes
vinculadas por una dependencia entre las dos, como para que se observe “el modelo
funcional” de la variable.

Brousseau y Davis (1986) afirman, citados por Del Puerto Minnarrd en Analisis de los
errores: una valiosa fuente de informacién acerca del aprendizaje de las matematicas:

Los estudiantes piensan frecuentemente acerca de sus tareas matematicas de un modo
muy original, bastante diferente de lo que esperan sus profesores. Cuando esta via de
pensamiento original se muestra inesperadamente Gtil, admiramos su poder y decimos
gue el estudiante ha tenido una comprension inusual; pero cuando, por el contrario,
este modo personal de pensamiento omite algo que es esencial, decimos usualmente
gue el estudiante ha cometido un error. De hecho, ambos casos tienen mucho en
comun, en particular el dato de que las ideas en la mente del alumno no son las que el

profesor espera.

En relacion con el aprendizaje, Brousseau (1986) se basa en la idea de que el alumno aprende
adaptandose al medio, como todos nosotros hacemos en nuestra vida y esto, necesariamente,
implica rupturas, nuevos posicionamientos, cambio de lenguajes, cambio de concepciones y
de sistemas cognitivos. Vamos aprendiendo en cada nueva situacion, en cada “ruptura” del

conocimiento establecido.

Entendemos que es una utopia pensar que los errores van a desaparecer totalmente, y no es
un objetivo de este trabajo pretenderlo. No obstante, debemos conocerlos y aprovecharlos con

el fin de generar una instancia Gtil para adquirir un nuevo y mejor conocimiento.
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En general, uno de los objetivos de las investigaciones desarrolladas en torno al analisis de
errores es explorar sus potencialidades y, también, realizar acciones que apunten a la mejora

en los aprendizajes a través de la superacion de los mismos.

Creemos que es importante destacar, al respecto, que la historia nos permite observar que la
propia evolucion de la ciencia ha estado acompafiada de errores y que su desarrollo natural,
mas la revision y el trabajo de los investigadores, ha permitido superar algunos de esos

errores, construyéndose asi, nuevos conocimientos.

3.2. Como marco teorico

Como marco tedrico hemos utilizado aquellos trabajos que se refieren a los errores en
Matematica de manera general, entre los que se incluyen autores que hacen referencia a los
aspectos en los que nos hemos centrado en nuestro trabajo, que son los errores relacionados
con el Algebra elemental y, también, errores vinculados con la Argumentacion en
Matematica. En lo que concierne al Algebra elemental, nos referimos particularmente a
errores que se alinean con el mal uso de propiedades o reglas, a los vinculados a algunos
procesos metacognitivos y a las dificultades asociadas al uso de las variables o “literales”. Por
otro lado, en cuanto a los errores en argumentacion, nos interesa analizar aquellos que se
vinculan a la falta de justificacion en las resoluciones de las distintas actividades, o las
dificultades que manifiestan a la hora de poder dar cuenta de los porqué de cada paso y de las
explicaciones o0 razones que establecen las vinculaciones que sus procesos de resolucion
tienen con “la teoria” matematica que conocen o han aprendido hasta el momento. Nos

interesa, ademas, observar los errores que se generan a partir de las dificultades (sobre todo de
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interpretacion) que generan actividades en las que se requiera la decision sobre la verdad o
falsedad de una afirmacion. En este aspecto, el tipo de afirmaciones que consideramos para
trabajar son aquellas que requieren del uso de cuantificadores, ya sean de tipo “universal” o
“existencial”, y el tipo de respuesta que se espera frente a una de estas actividades.
Consideramos los errores que puedan observarse, por ejemplo, vinculados al “uso de recursos
de argumentacion y l6gica matematica” tal como lo refiere Espinosa (2000). En este sentido,
entendemos que, por parte de los alumnos y frente a una actividad, se dan argumentos
“cuando se trata de convencer a otro del valor de verdad de una implicacion o una aseveracion
y se dan razones del porqué de un cierto hecho, resultado o aseveracidon” (Falsetti et al. 2009).
En linea con lo expresado, hemos utilizado para nuestro estudio producciones de Soccas
(1997), Espinosa (2000), Ursini y Trigueros (2005) asi como también clasificaciones de
errores realizadas por Esteley-Villareal, (1990, 1992, 1996), Astolfi (1999) y Pochulu (2005)
como marco tedrico para el disefio, fundamentacion y analisis (a priori o posteriori) de las
actividades y respuestas, ya sean del diagndstico como de la propuesta de ensefianza. También
consideramos los trabajos de Falsetti et al (2009) y Barreiro et al (2009) en relaciéon a

cuestiones vinculadas con la argumentacion.
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CAPITULO 4

DESCRIPCION DEL CONTEXTO DE TRABAJO

El trabajo de campo que aqui se presenta se ha desarrollado en el Instituto Evangelico
Americano (IEA), escuela perteneciente a la Iglesia Evangélica Luterana Unida y que esta
ubicada en la localidad de José C. Paz, provincia de Buenos Aires. Dicho trabajo consistio de
una prueba diagnostica que abarca una variedad de ejercicios que presentan distintos aspectos
de los temas elegidos para nuestro trabajo (Algebra elemental y argumentacion) y que
propician variados espacios para que los estudiantes puedan desenvolverse utilizando
diferentes herramientas, ya sea de céalculo como de razonamiento y que, a nuestro entender,
plantean también distintos “lugares comunes” en los que los estudiantes suelen manifestar
dificultades o complicaciones. En la actualidad, la mencionada Escuela tiene Nivel Inicial,
Nivel EPB, Nivel Secundario y Nivel Superior, todos incorporados a la Direccion Provincial
de Educacion de Gestidn Privada perteneciente a la Direccion de Educacion y Cultura de la

Provincia de Buenos Aires.

El grupo elegido para realizar el trabajo de campo corresponde a un curso de sexto afio de la
modalidad Economia y Gestion de las Organizaciones, seccion B del turno mafiana. Algunas

caracteristicas del grupo son las siguientes:
e Son un total de 30 alumnos, 14 varones y 16 mujeres.

e Los alumnos pertenecen a un contexto social de clase media y media baja, con

posibilidades econémicas distintas
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e Presenta homogeneidad a nivel académico y casi todos los estudiantes
demuestran interés en aprender y superarse a la vez que se muestran receptivos

a los desafios.

Los contenidos del espacio curricular de Matematica para el sexto afio de la escuela

secundaria abarcan temas relacionados con Geometria y Algebra, Numeros y operaciones,

Algebra y Funciones, Probabilidad y Estadistica.

Algunas de las expectativas de logros planteadas para este nivel son:

1)

2)

3)

4)

5)

Identificar, definir, graficar, describir e interpretar distintos tipos de funciones
asociandolas a situaciones numéricas, experimentales o geométricas, reconociendo que un

mismo tipo de funcion puede servir de modelo a una gran variedad de problemas.

Utilizar funciones, ecuaciones, e inecuaciones para resolver situaciones problematicas,
seleccionando los modelos y las estrategias de resolucion en funcién de la situacion

planteada.

Incorporar al lenguaje y argumentacion habituales las distintas formas de expresion
matematica numeérica, algebraica, grafica, y geométrica empleando correctamente el

lenguaje simbolico.

Utilizar las formas del pensamiento légico para formular y comprobar conjeturas, realizar
inferencias y deducciones, relacionar y organizar informaciones relativas a la resolucion

de problemas.

Valorar la matematica como instrumento o herramienta en la resolucion cuantitativa de la
situacion concreta y real (empleando operaciones y ecuaciones de la complejidad de los

alumnos)
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CAPITULO5

ACERCA DEL TRABAJO DE CAMPO

5.1. Descripcién del trabajo a realizar

Como sefialamos, el trabajo de campo consistidé en la realizacion de un diagnostico, que

constituye la primera etapa de nuestra propuesta.
Presentamos en esta seccion, un detalle de lo que conformé esta primera etapa de trabajo.

El objetivo que se persigue en esta primera etapa es analizar los errores que presentan los
estudiantes de Matematica del ultimo afio de la escuela secundaria en la resolucion de las
actividades propuestas, asi como las dificultades que se observan, sobre todo, en las
actividades relacionadas con el Algebra elemental, el uso de los simbolos y con cuestiones

vinculadas a la argumentacion.

Para recabar esta informacion se llevé a cabo, a modo de un trabajo de campo, el disefio e
implementacién de un diagnostico que contara con algunas actividades en las que puedan
manifestarse esos errores. Estas debian ser resueltas por los alumnos y debian permitirnos
observar, analizar y recolectar datos que aporten resultados que nos ayuden a visualizar el

tipo de errores a contemplar.

Como ya mencionamos en el apartado anterior, este diagnéstico se implemento en un grupo
de alumnos de 6° afio de la escuela secundaria. El grupo estaba conformado por jovenes de
entre 17 y 18 afios que constituyeron la primera promocion de la nueva secundaria de 6 afos
creada a partir de la Ley Provincial de Educacion Secundaria Obligatoria. El curso se

conformaba de 30 alumnos muy participativos en las clases y que fueron invitados
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especialmente para participar de esta experiencia, los cuales luego de ser informados del

objetivo de ésta, respondieron positivamente a nuestra invitacion.

Pensando en las caracteristicas del grupo, en un primer momento del trabajo se planteé la
necesidad de hacer una seleccion de actividades que resulten atractivas, no solo para la
resolucion por parte de los estudiantes, sino para el objetivo que nos propusimos con este
diagndstico. Para ello, se disefid e implementd un instrumento de evaluacion que consistio de
varios ejercicios o problemas que requieren del Algebra para su resolucion e implican también
el desarrollo de distintos tipos de argumentaciones para validar las respuestas dadas a cada
actividad. Junto con la resolucion de estas actividades por parte de los estudiantes, se previo
un espacio de tiempo en la clase destinado a hacer una puesta en comun en el aula para
discutir sobre las distintas resoluciones que se han realizado y, eventualmente, sobre los
posibles errores que se pueden haber cometido, y contar con las explicaciones que los propios

alumnos proporcionen en relacién con cada aspecto.

Por otro lado, a partir de las resoluciones escritas y las explicaciones recogidas en la puesta en
comln se prevé la realizacion de un andlisis de los distintos errores observados en las
producciones de los alumnos, en términos de las distintas clasificaciones de los errores que
hemos mencionado anteriormente (en el apartado correspondiente al Estado del Arte) o de
otros aspectos que resulten relevantes y se consideren oportunos reportar. Esto nos permitira
elaborar, en la segunda etapa del trabajo, una secuencia didactica que nos ayude a erradicar o
por lo menos disminuir la cantidad de errores en la resolucion de actividades en las que se

recurra al Algebra en el sentido que, como ya hemos descripto, nos interesa considerar.
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Es importante destacar que, al momento de la implementacion del diagndstico, los alumnos
cuentan con los conocimientos necesarios para abordar y encarar la resolucion de las
actividades, tanto en lo que se refiere a contenidos como a habilidades, algoritmos,
procedimientos, etc., dado que se han trabajado tanto en el mismo afio lectivo como en afios
anteriores. Como una caracteristica particular, intentamos que tanto la presentacion o la
manera de plantear las actividades (incluyendo la redaccion de las consignas) sean diferentes
de la que habitualmente puedan haber desarrollado o resuelto a lo largo de las clases
recibidas. Esto nos proporcionaria informacidn sobre aquello errores que puedan ser debidos a

la comprension de las instrucciones de trabajo dadas, tal como lo sefiala Astolfi (2009).

Luego de un amplio andlisis de distintas actividades que hemos pensado para esta experiencia,
se fueron descartando algunas que considerdbamos que podrian hacer evidente en las
resoluciones otros errores no vinculados con nuestro trabajo. Dentro del grupo de las que
entendimos que podrian formar parte del diagndstico, se fueron realizando distintas
reformulaciones de cada una de ellas hasta definir la seleccion de 3 actividades que fueron las
gue conformaron el diagndstico, teniendo en cuenta que una finalidad de éste era observar en
qgué modo los alumnos presentan errores vinculados con el uso de los simbolos, las
generalizaciones en el Algebra y las argumentaciones de las resoluciones, como para
determinar el tipo de actividades que debiéramos considerar para la elaboracion de nuestra
propuesta didactica. En todo este proceso hemos tenido en cuenta la premisa que ya hemos
destacado y que se refiere a que en todas las areas de estudio fundamentar una respuesta,
analizar las propias resoluciones y elaboraciones y argumentar cada una de ellas es de central
importancia, porque es una manera de justificar lo hecho o lo dicho. La comunicacién en

forma oral o escrita, ya sea en una puesta en comun, o en la elaboracién y presentacion de las
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producciones de los estudiantes contribuye a la validacion de las soluciones a las que se han
arribado. Es por ello que consideramos valioso el hecho de que los alumnos deben habituarse
a considerar la argumentacion como una herramienta imprescindible para su formacion como
ciudadanos y no s6lo como un aspecto aislado en su etapa como parte del sistema escolar.

En el proximo apartado estaremos presentando las actividades que se van a proponer,
acompariadas de un breve analisis que plantea el tipo de situaciones que con ellas se pretende

trabajar.

5.2. Las actividades del diagnéstico y su implementacion

Dias antes de realizar este trabajo se conversé con los alumnos del grupo acerca del proyecto
en el que estdbamos comprometidos y, se les comunicd que necesitariamos de su
colaboracidn, para lo que les propondriamos resolver algunas actividades de Matemaética con
el fin ver el trabajo de los alumnos en un 6° afio en torno a ciertas cuestiones que nos
interesaba particularmente indagar. Se plantearon las formas de trabajo con la que nos
manejariamos aunque lo que no se explicitd era nuestro objetivo de caracterizar los errores
hallados en la resolucion de las actividades que ellos resolvieran con el fin de no generar
expectativas que pudieran condicionar su modo de trabajo y la presentacion de las

producciones surgidas del mismo.

Se llevé a cabo este diagnostico de la siguiente manera: la Actividad 1 y la Actividad 2
fueron presentadas en un primer encuentro y para su resolucion se dispuso de un tiempo
estipulado en 1 hora 45 minutos para la resolucién de las 2 Actividades, reservando los

ultimos 15 minutos de la clase para la puesta en comun sobre lo trabajado.
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En el primer encuentro, al presentar en el aula este trabajo, se les comunicé a los alumnos el
desarrollo de la jornada, explicitando las intenciones del mismo y el modo en que se esperaba
que resuelvan las actividades. Ademas, se les entregd a cada alumno, junto con las actividades
y en forma escrita (fotocopias), las condiciones y criterios para realizarlas.

Una vez entregadas las fotocopias a los alumnos, algunos trabajaron solos y otros en pareja
mientras las docentes observaban como se desempefiaban y la interaccion entre distintos
compafieros viendo, ademas, como consultaban sus dudas entre ellos, a la vez que ellas
respondian a distintas inquietudes que fueran surgiendo en el momento. Completado el
tiempo estipulado para la realizacion del diagnostico, se recogieron las producciones escritas,
se hizo una rapida lectura de alguna de ellas, para tener un registro de lo sucedido y se hizo la
puesta en comun, dejando un espacio importante para que los mismos estudiantes explicaran
porque resolvieron las actividades de la manera en que lo hicieron. Las docentes han tomado
nota de lo sucedido en varios momentos de esta experiencia, actuando como observadoras
durante el tiempo de realizacion de la misma.

Al plantearnos el disefio de la jornada en la que se realizaria esta experiencia, hemos decidido
grabar la puesta en comun, para enriquecer las respuestas escritas por lo que, de hecho, se han
realizado grabaciones en ambos encuentros. De la puesta en comin han surgido expresiones
orales ricas en torno a la resolucion de las actividades, que nos parecid interesante rescatar
con las propias voces de lo experimentado frente al desafio de la propuesta. Debido a que la
grabacion se generé con muchos defectos de sonido, no fue presentada junto con este trabajo,

pero esta a disposicién del lector si acaso la requiriese.
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Parte de lo obtenido en estas grabaciones y que nos resulto significativo se transcribié en
forma escrita en distintos apartados de la tesina, junto con observaciones que las docentes
hayan tomado en el mismo momento de la realizacion de la experiencia.

El texto que se les entrego a los estudiantes para comenzar a trabajar se les presentd impreso a
cada uno en una misma hoja donde figuraban las consignas y el modo de trabajo esperado, y

el contenido de la misma fue el siguiente:
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Actividad 1:

Compara, para los distintos valores reales de a, las expresiones:

Actividad 2:

¢Qué opcion elegirias como truco para realizar con tus amigos y asegurarte el

éxito frente a ellos? Justifica tu respuesta.

a) Pensa un namero, duplicalo, sumale 8 y quedate con la mitad del resultado
obtenido hasta ahora. Por ultimo, restd el nimero que pensaste... Seguro que

obtuviste 4 como resultado.

b) Pensa un nimero y elevalo al cuadrado. Al resultado restale el triple del

namero pensado y por ultimo, sumé 2. Como resultado, obtuviste 0

Puedes trabajar en forma individual o con tu compafiero.

Lee atentamente cada actividad.

Puedes utilizar calculadora

Los planteos, desarrollos y calculos auxiliares debes entregarlos junto a la
solucion.

Justifica y argumenta los pasos que realizas en cada actividad.

También debes entregar aquellos intentos que no han llegado a dar respuesta a
la actividad

Recuadra e indica los resultados obtenidos

Se hara una puesta en comun de lo realizado para expresar lo sentido y vivido

durante esta experiencia.
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A la semana del primer encuentro con los alumnos se llevé a cabo, en una segunda jornada, la
realizacion de la Actividad 3.

La dindmica del trabajo planteada para esta jornada fue la misma que en la primera, es decir,
se les dio la actividad a los alumnos en una fotocopia junto a los criterios para realizarlas vy el
tiempo de resolucion fue de lhora reloj, dejando los Gltimos 10 minutos de la clase para la
puesta en coman.

El texto que se les entregd a los estudiantes fue, unicamente, el enunciado de la actividad,
dado que las explicaciones sobre el modo de desarrollar el trabajo era el mismo que en la

jornada anterior y los estudiantes lo tenian presente.

Actividad 3:

Se construye una sucesién de figuras con palillos, como la siguiente:

L LT |

1 2 3 4

e ;Cuéntos palillos se necesitan para construir la figura que ocupa el
trigésimo lugar? ¢ Y la que ocupa el lugar nimero 75?

e ;Hay alguna figura que tenga 58 palillos? ¢Y 299 palillos? ;Por qué?

En el proximo apartado presentaremos un analisis de las resoluciones de los estudiantes y

algunas evidencias de sus producciones.
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CAPITULO 6

ANALISIS Y RESOLUCION DEL DIAGNOSTICO

6.1. Analisis de la Actividad 1

Presentamos a continuacion un andlisis a priori de la Actividad 1 en términos de posibles
formas de abordaje y, también posibles errores asociados a ella.

La primera de las actividades seleccionadas, tiene como objetivo la comparacién de
expresiones algebraicas en el campo de los numeros reales. Para ello, las cuestiones
involucradas en la resolucion deben contemplar el comportamiento de ambas expresiones a lo
largo de todo el conjunto numérico IR y compararlas.

Para recordar el enunciado, presentamos a continuacion la consigna de dicha actividad:

Actividad 1:

Compara, para los distintos valores reales de a, las expresiones:

Comenzamos el analisis presentando una posible forma de resolver esta actividad, a modo de
poder hacer explicito el potencial de la misma en el contexto de nuestros intereses.

Pensamos que una posible forma de abordar el problema por parte de los alumnos seria que
éstos comiencen buscando valores para a que hagan 0 a ambas expresiones o0 que también
comparen las expresiones evaluando cada una en distintos valores a la espera de que en
alguno de ellos ambas tengan resultados coincidentes o, tal vez, viendo con cuéles el resultado

de una es 0 no mayor que el de la otra. Estas formas de resolucion claramente conllevan
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errores en la concepcion o interpretacion de la consigna, dado que, por ejemplo, que ambas
asuman el valor cero es solo una de las posibilidades de que ambas sean iguales, pero ¢por
qué, entonces, no se contempla la situacion de igualar, por ejemplo, ambas expresiones a 5?
En este caso, también son iguales las expresiones, pero no forma parte de las posibilidades
consideradas por los estudiantes que solo las hayan igualado a cero. Concretamente, si acaso
quisieran ver cuando coinciden ambas, lo que debieran plantear es directamente, la igualdad
entre ambas y NO cada una por separado igualadas a cero o a otro cualquier valor.

Por otro lado, el procedimiento planteado en esta situacion, s6lo nos permitiria ver el caso en
que las expresiones coincidan en sus valores, pero no permite ver cuando una resulta ser
mayor o menor que la otra, y éstas son también dos posibilidades que debieran tenerse en
cuenta al interpretar correctamente la accion de “Comparar” que se pretende desde el
enunciado. Es decir que, si acaso este fuese el proceder elegido, la actividad quedaria
inconclusa o incompleta. En cualquier caso, de acuerdo a la clasificacion que Booth (1984)
hace de los errores, los alumnos estarian incurriendo en errores debidos al objetivo de la
actividad y la naturaleza de las respuestas en Algebra y otros debidos al uso inapropiado de
formulas o reglas de procedimiento. También, los errores observados en este tipo de
resolucion, en términos de lo expresado por Astolfi (1999) podrian estar debidos a la
comprension de las instrucciones de trabajo dadas o por una mala interpretaciéon de las
expectativas.

Otra alternativa que desarrollen los estudiantes podria ser, antes que nada, verificar los
resultados que ambas expresiones toman con distintos valores de a, sin saber, tal vez, qué

hacer con ello si acaso no le dieran iguales (a cero o a otro valor). Pasada esta instancia
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probatoria con valores arbitrarios (que muy probablemente sean ndmeros naturales), es
posible que recurran a igualar las dos expresiones. Con esto tendriamos lo siguiente:
Se igualan las expresiones quedando, entonces
a’-1=1-a
De lo que resulta la ecuacion:
a’+a-2=0
Se obtiene asi una ecuacion de 2° grado, cuyas soluciones son:
a=-2; a=1
Lo que es importante destacar aqui, es que en estos dos valores (los Unicos dos valores) las
expresiones toman el mismo resultado, pero esto no dice nada respecto de cuando una de las
expresiones resulta mayor o menor que la otra que, como sefialamos, también forma parte de
la “comparacion” que propone la actividad. Para ver esto ultimo, lo que debiera plantearse es,
por ejemplo, la inecuacion:
a’-1>1-a
o lo que es igual,
a’+a-2>0 (1)
Teniendo en cuenta las raices halladas de la ecuacion planteada anteriormente y que las
expresiones cuadraticas pueden expresarse de manera factorizada a partir de sus raices, la
inecuacidn (1) se transforma en
(@a+2).(a-1)>0 (2)
Es importante destacar que hallar el conjunto solucién de esta inecuacién nos permite también

conocer el conjunto solucidn de la inecuacion “complementaria”

(a+2).(a-1)<0
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con lo que, finalmente, habremos visto el comportamiento de ambas expresiones a lo largo de
toda la recta real y podremos dar, entonces, el resultado de la comparacion entre ellas.
Para resolver la inecuacion (2) pueden recurrirse a varios métodos entre los cuales podemos
sefalar el procedimiento “algebraico” o, también, dar la solucion desde un abordaje de tipo
“funcional” recurriendo, en este caso, al soporte que dan los graficos de dos funciones: una
lineal y otra cuadratica. Cabe destacar que si bien estos procedimientos no hayan sido
considerados por los estudiantes, ellos disponen de todas las herramientas necesarias para su
resolucion, con lo que, finalmente, la mayor “dificultad” que plantea la actividad est4 en la
formulacidn e interpretacion de la consigna.
El modo algebraico para resolver la inecuacion podria ser el que considera los casos
necesarios para que un producto sea positivo. A modo de hacer visibles las dificultades que
este procedimiento conlleva, mostramos a continuacion los pasos que serian necesarios para
resolver la inecuacion de este modo.
(a+2).(a-)>0=[a+2<0ra-1<0] v [a+2>0ra-1>0]
a<-2nra<l ma<-2 va>-2hA a>l=a>1
ae (-o,—2)vae (1,o)
Entonces a°-1 > 1-a siae(—o,~2)U (1,0)
a’-1 <1l-a si ae(-2,1)
con lo que, habiendo observado que a’-1=1-a para a=-2 y a=1 tenemos todas las

comparaciones posibles ya resueltas.

Con respecto al otro posible método de resolucion que hemos propuesto, se penso tambiéen en

funciones, considerando a como la variable independiente. De este modo tendremos,
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entonces, una funcion lineal y una funcién cuadratica para establecer comparaciones entre

ellas. Las funciones son f y g definidas como:

f.IR—>IR y ¢:IR — IR dadas por las expresiones:

f(x)=x"-1

y la otra:

g(x)=1-x
Una caracteristica que entendemos que resulta interesante destacar es que ésta es una forma
de resolucion que no interpretdbamos, a priori, que pudieran realizar los estudiantes. Uno de
los motivos para que pensemos en esto es que las expresiones estan haciendo referencia a una
“variable” que no es usual para ellos, que habitualmente se enfrentan a funciones expresadas
unicamente en términos de la variable x (y no a como en nuestro caso). Entendemos que esta
dificultad en poder interpretar el problema de un modo “funcional” s6lo por el uso de un
“nombre” no habitual para una variable podria ocasionar lo que Booth (1984) describe como
errores atribuibles a la naturaleza y el significado de los simbolos y las letras.
Para resolver la actividad utilizando este enfoque funcional, una de las situaciones que
debemos resolver serad determinar el conjunto solucion de la inecuacion

f(x) > a(x)
dado que, en realidad, lo que debemos estudiar son las tres situaciones

f(x) > 9(x); f)<gx) vy f(x) = a(x)

En cualquiera de estos casos, puede recurrirse al grafico de ambas funciones en un mismo

sistema de ejes coordenados, y observar que conociendo el resultado de la ecuacion
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f(x) = 9(x)
que determina los puntos de “contacto” o interseccion entre las curvas que definen los
gréaficos de ambas funciones. Como puede observarse, en este abordaje del problema, las
principales dificultades consisten en identificar a cada expresion con una funcién y luego
compararlas en los distintos intervalos que se generan a partir de las soluciones de la ecuacion
anterior.
El grafico de ambas funciones, realizado con el graficador de un software de Matematica de

uso escolar es el siguiente:

Tal como ya habiamos planteado anteriormente, los puntos de interseccion entre ambas
curvas se dan para los valores x =-2 y x =1. A partir de esto, y la lectura del grafico se
observa que la funcion lineal es menor que la funcion cuadratica en (-o0,-2), luego, en el
intervalo (-2, 1) es mayor la funcién lineal y, finalmente, en (1, +o0) nuevamente es menor la
funcién lineal que la funcién cuadratica. En este modo de resolucion, estamos justificando en
forma gréafica todo lo expresado en forma simbolica.

A modo de andlisis posterior a la realizacion del diagnéstico y atendiendo en este caso a la

primera actividad, nos parece interesante sefialar que al realizar la puesta en comun algunos
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alumnos expresaron oralmente que esta actividad no les resulto sencilla dado que, en general,
varios de ellos sefialaron que no comprendieron la consigna. Al respecto, y tal como lo
sefialamos en lineas anteriores al presentar los posibles modos de resolucion, de acuerdo a lo
que dice Astolfi, algunos de los errores que observamos se producen porque los alumnos no
comprenden las instrucciones dadas. No visibilizaron al simbolo a como una variable y

tampoco pensaron en la totalidad del campo numeérico real para dar la respuesta.

6.1.1. Respuestas de los estudiantes a la Actividad 1

Para ilustrar los resultados obtenidos, presentamos las respuestas de algunos estudiantes a las
actividades del Diagndstico. En este apartado, las correspondientes a la primera de las
actividades. Para identificarlos, llamaremos a cada alumno o duo que realizo6 las actividades
con una letra mayuscula. Se eligieron s6lo tres respuestas de todas las obtenidas (que
[lamamos RESPUESTA 1, 2 6 3 segln corresponda), porque son las que consideramos que

presentan de manera mas manifiesta los errores que nos interesa analizar.

ACTIVIDAD 1 - RESPUESTA 1

Para esta respuesta presentamos el caso del ddo de alumnos que llamamos A, que hicieron lo
siguiente:

Comenzaron igualando ambas expresiones a cero definiendo asi dos ecuaciones individuales y
las resolvieron, concluyendo que la solucion del sistema formado por ambas es a =1 (por ser
el valor que resuelve a cada una de ellas). Luego, igualaron las dos expresiones, sin justificar

porqué, definiendo asi la ecuacion
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a’-1=1-a
A continuacion, evaluaron las expresiones en a =1 y concluyen, recuadrando, 0 = 0, dando
asi por terminada la respuesta.
Observando la respuesta de los estudiantes vemos que s6lo encontraron un valor comdn
(a=1) en el que ambas expresiones toman el mismo valor, que en este caso es 0. Tal como lo
expresamos en nuestro andlisis a priori de las actividades, incurrieron en uno de los casos

esperados como resolucion, que consiste en igualar cada expresion a un mismo nimero (a

Ccero en este caso).

Aqui la respuesta dada por este dio de alumnos la presentamos en la siguiente figura, que

muestra explicitamente la situacion descripta. Cabe sefialar que también se repitié en otros

casos una resolucion parecida.
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Figura 1. Resolucion de A para la Activdad 1
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Respecto de esta resolucion, podria decirse que el desarrollo de la respuesta fue escaso, y
entendemos que hubo varias cuestiones que los llevaron a no resolver la actividad
correctamente: por un lado, podria afirmarse que no interpretaron el enunciado, y que
posiblemente la palabra “comparar” les dificultd la respuesta. En este sentido, habitualmente
los estudiantes se enfrentan a situaciones en las comparan nUmeros pero no expresiones
algebraicas. Ademas, pareciera que “comparar” sélo significa “igualar” dado que ni en esta ni
en ninguna otra respuesta se observa reflexion de los alumnos en torno a pensar en una
desigualdad también se asocia a una comparacion. En definitiva, podria afirmarse que los
alumnos solo consideraron la necesidad de plantear ecuaciones individuales para hallar
valores comunes que ambas verificaran y, posiblemente, esto se debe a que en la ejercitacion
que cotidianamente realizan no se proponen actividades donde deban analizar, justificar y
argumentar. En tal sentido, adherimos a lo que expresa Pochulu (2006) al afirmar que los
estudiantes “estan acostumbrados a desarrollos muy apegados a lo algebraico y escasamente

relacionados con la resolucion de problemas”

ACTIVIDAD 1 - RESPUESTA 2

Para ilustrar esta respuesta, proponemos el trabajo presentado por el alumno B, que iguala las
expresiones, obteniendo una ecuacion de 2° grado. Halla las soluciones de la ecuacion
aplicando correctamente la formula resolvente para ecuaciones de este tipo y luego, con los
valores que hall6 como solucion, a=1 y a=-—2, expresa una desigualdad (1>-—2) sin
ninguna aclaracion ni justificacion acerca de lo que con ello quiere resaltar.

La resolucion que presentd el alumno B es la que presentamos en la siguiente figura.
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Algunas cosas que pueden observarse en esta resolucion son las siguientes: por un lado, no
hubo ningun analisis de los resultados obtenidos y, por otro, no se observa ninguna relacion
entre lo trabajado (planteo y resolucion de la ecuacion), con lo expresado de manera coloquial
a modo de conclusion. Con respecto a esto Gltimo, se reitera la dificultad para comprender la
consigna, a partir de la lectura que se hace de su conclusién, en la que intenta dar la respuesta
en los mismos términos del enunciado, al hacer referencia a la expresion “los distintos valores
reales de a”. No entiende que con esa expresion se hace referencia al universal de los
numeros reales, y s6lo atiende a sus dos soluciones de la ecuacion como los “distintos”
valores. A diferencia de otras producciones, este alumno reconoce que a es una variable, y
aqui la trata como tal, pues la considera como incégnita de la ecuacion que plantea. Al igual
gue en casi la totalidad de las respuestas que hemos recibido, en esta también se observa
ausencia de justificacion de lo realizado.

Como sintesis para el andlisis hecho sobre esta respuesta, podriamos decir que en la

resolucion propuesta por el alumno B pueden advertirse algunos de los errores descriptos por
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los autores citados en el estado del arte presentado en esta tesina. Efectivamente, segln
nuestra interpretacion, pueden observarse, tal como lo describe Socas (1999) algunos errores
que tienen su origen en la complejidad de los objetos y de los procesos de pensamiento
algebraico. También, en coincidencia con la clasificacion planteada por Pochulu y Vargas
(2006), pueden apreciarse que algunos de los errores (sobre todo aquellos que relacionamos

con las dificultades de interpretacion de la consigna) son debidos al lenguaje matematico.

ACTIVIDAD 1 - RESPUESTA 3

Como tercera respuesta a la Actividad 1, seleccionamos la del alumno que designamos como
C. Este alumno reduce su a una expresion en lenguaje coloqguial, en la que deja expresado
todo lo que considera necesario para dar su respuesta. En la proxima figura presentamos

textualmente su respuesta:

a*-1 =
a%-1 4 1-d
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Figura 3. Resolucion de Actividad 1 hecha por alumno C
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De la lectura de este fragmento, surge un concepto o idea que pareciera estar presente en la
creencia de los alumnos, y es que “un numero elevado al cuadrado siempre es mayor que él
mismo”, la cual es una condicion que si se cumple en los nimeros naturales (en realidad con
los reales) mayores que uno. Esta afirmacion, que los estudiantes generalmente consideran
valida sobre los numeros naturales, como lo sefialamos en nuestra enunciacion previa, forman
parte de un conjunto de saberes previos cuyo alcance quieren hacer extensiva a todos los
nameros reales, sin reflexionar sobre el hecho de que si esta generalizacion es valida o no.
Otro error en esta respuesta de los alumnos es que al visualizar un signo “menos” delante del
parametro suelen dar por sentado que esa expresion (como en nuestro caso “— a”) representa
un nimero negativo. En este punto nos parece importante notar que, esta concepcion que el
estudiante tiene sobre la relacion entre “el cuadrado” y el “opuesto” de un numero es lo que
ha precipitado el cierre de la respuesta al problema planteado. En definitiva, puede observarse
que la consigna no fue interpretada correctamente, que se justifica por “suposiciones” v,
ademas, que no hay ninguna evidencia de que se haya hecho una comparacién, como se pedia,
desde el analisis de las expresiones algebraicas.

Sintetizando el andlisis de la respuesta del alumno C, podemos observar que en la misma se
aprecian, como sefiala Socas (1999) que explicitan errores que pueden deberse a la
complejidad de los objetos del Algebra para los estudiantes o, como define Pochulu (2006),
aquellos que son debidos a la recuperacion de un esquema previo.

Resumiendo todo lo sefialado a lo largo de la descripcion y analisis de las tres respuestas
seleccionadas para la Actividad 1, pueden observarse algunas consideraciones que son
compartidas con otras respuestas, algunas de las cuales han surgido de la puesta en comuan que

se realizo entre los alumnos y docentes al finalizar las actividades.
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Al respecto, de la puesta en comdn hemos podido concluir, entre otras cosas que, de acuerdo a
lo que han expresado los propios alumnos, algunos elementos que nos parecen importante
destacar es que, entre los errores que se han observado figuran algunos asociados a las
dificultades que puedan haber provenido del propio enunciado de la consigna y otros que
provienen de la resolucion en si misma.

Por un lado puede mencionarse que la letra “a” usada para definir las expresiones que debian
compararse parecio ser un factor que influy6 negativamente en la resolucion de la actividad,
pues no es la mas habitual dado que usualmente son las letras x 0 y las mas utilizadas para
definir una expresion algebraica. Frente a esto pareciera que algunos estudiantes se
desconcertaron y no pudieron resolver la actividad. Este hecho pudo haber influido para que
los alumnos no hayan recurrido a un abordaje de la respuesta desde una mirada funcional,
precisamente porque el uso de la letra a como variable en las expresiones de la consigna hizo
gue no vincularan a éstas con funciones numeéricas pues, como ya hemos comentado, los
estudiantes en su mayoria estan habituados a usar como variable de una funcién a la letra x.
En linea con lo mencionado, adherimos a Booth (1984) en esta circunstancia, considerando
que varios de los errores pueden ser debidos a “la naturaleza y el significado de los simbolos
y las letras™.

Por otro lado, la ausencia de un analisis comparativo de las expresiones dadas también hace
gue se cometan algunos errores y, sobre todo, que éstos se expresen en una conclusion
incorrecta. De hecho, no podemos dejar de sefialar que ninguna de las respuestas observadas
en las producciones de todos los alumnos que participaron de la experiencia alcanzé un nivel

de correccion adecuado. No se observd un andlisis completo que contemple la comparacion
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de las expresiones en el campo de los nimeros reales. Aungque no se han mostrado en la
seleccidn de respuestas que hicimos para este trabajo, muchos estudiantes han “probado” con

con algunos numeros, sustituyéndolos en la variable, y han buscado casos particulares, sin
explicitar porqué eligieron esos numeros para hacer las evaluaciones ni qué significado le
daban a los resultados obtenidos. En definitiva, y como una caracteristica que se puede
generalizar a todas las resoluciones, la justificacion y argumentacion estuvo ausente en cada
una de las respuestas. Como una conclusion sobre esta actividad podemos sefialar entonces
gue, en su mayoria, los alumnos presentan dificultades para familiarizarse con los distintos

usos de la variable y no logran desarrollar un manejo flexible de ellos”

6.2. Analisis de la Actividad 2.

En este apartado estaremos presentando las respuestas seleccionadas para la Actividad 2
correspondientes a tres alumnos.

Esta actividad se presenta en forma ludica a partir de un “desafio” o “acertijo” en el cual se
debe elegir una de las opciones, no como una “adivinanza”, sino que implica un analisis de
los enunciados dados en lenguaje coloquial, para tomar la decision de cudl de ellas garantizara
el éxito en la realizacion del truco. Se espera que los alumnos piensen en distintas estrategias,
para resolver la actividad, que involucra la necesidad de “construir” una expresion algebraica
a partir de datos brindados en forma coloquial y, ademas, la resolucién de ecuaciones cuyo

conjunto solucion podria ser todo el conjunto de los nimeros reales.
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Actividad 2:

¢ Qué opcidn elegirias como truco para realizar con tus amigos y asegurarte el éxito

frente a ellos? Justifica tu respuesta.

a) Pensa un namero, duplicalo, sumale 8 y quedate con la mitad del resultado
obtenido hasta ahora. Por ultimo, restd el nimero que pensaste... Seguro que

obtuviste 4 como resultado.

b) Pensa un nimero y elevalo al cuadrado. Al resultado restale el triple del nimero

pensado y por ultimo, suma 2. Como resultado, obtuviste 0

Un primer acercamiento a la resolucion es que prueben con nimeros naturales para cada
opcion, lo que implica que realicen céalculos elementales para poder decidir sobre la opcién
conveniente. Para ello, podran elegirse distintos nimeros para la opcion a) y resolver los
calculos propuestos en el relato, con los que siempre obtendran 4 como resultado,
cualesquiera sean los nimeros “con los que se pruebe”. Esta situacion dara la pauta de que
ésta es la opcidn exitosa, pues cuando prueban con la segunda opcién, la planteada en el item

b), s6lo se obtendra cero en dos Unicos casos.

La consigna pretende que el alumno relacione al nimero que se nombra en los enunciados con
una variable numérica, y que lo plantee como incégnita de una ecuacién. Una vez hecho esto,
se debera analizar el tipo de ecuacion que resulta, para elegir la opcién mas conveniente de

acuerdo a su conjunto solucion, de modo de poder, luego, justificar la decision.
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En la primera situacion, planteada en la consigna a), resulta adecuada la siguiente expresion,

de acuerdo a lo que se describe en el enunciado:
(x2+8):2-x=4

La ecuacion planteada resulta una ecuacion lineal cuyo conjunto solucion admite infinitas
soluciones. Tener esta caracteristica significa, en ecuaciones de este estilo, que cualquier
namero real sera solucion de la misma, lo cual, en términos del problema planteado, significa

que con cualquier namero que se elija el truco sera exitoso.

En la segunda situacion, la del item b), la expresién que resulta del planteo es una ecuacion de

segundo grado que, mas concretamente, es la siguiente:
x> —3x+2=0
Las soluciones de esta ecuacién son, Unicamente, los nimeros
=1y Xx,=2

con lo cual, en esta segunda opcidn se aseguraria el éxito en el truco, solo si se elige alguno de

estos valores para llevar a cabo la experiencia descripta en la actividad.

Entendemos que, si bien podria abordarse el problema desde otros puntos de vista, el que
hemos descripto y que involucra ecuaciones elementales y el analisis de su conjunto solucion,
podria ser el que estd mas al alcance de los estudiantes de nuestro grupo. Por otro lado,

también es cierto que es la forma de poder arribar a una respuesta desde un método exhaustivo
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de exploraciéon de posibilidades, dado que la universalidad o no que expresa el conjunto

solucion es un elemento definitorio para tomar la decision pedida en la consigna.

6.2.1. Respuestas de los estudiantes a la Actividad 2

De un modo similar a lo que lo hicimos con la Actividad 1, aunque tal vez no tan detallado
por compartir las caracteristicas principales y el estilo, presentamos un breve andlisis de lo
observado en las producciones de los alumnos al resolver esta actividad, hecho desde el punto
de vista de los errores y ajustdndonos a algunos de los modelos expresados en el estado del
arte descripto en este trabajo. Presentamos también tres respuestas, que asociamos a los

alumnos que llamamos D, E y F.

ACTIVIDAD 2 - RESPUESTA 1

Al respecto, presentamos lo realizado por el alumno D. Este, para la primera opcion, elige un
namero (en este caso el numero 3) con el que, realizando los calculos pedidos en el
procedimiento del truco obtiene como resultado al nimero cuatro 4. Para la segunda opcion
realiza los célculos propuestos en b) pero, ahora, elige el nimero 2 para realizar el
procedimiento, con el que obtiene cero como resultado, a partir de lo cual responde que la 1°
opcidn es la exitosa. Para ilustrar nuestro comentario, en la siguiente figura, presentamos

textualmente la respuesta de este alumno, a partir de la copia escaneada de su resolucion.
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Figura 4. Respuestas a la Actividad 2 del alumno D

En esta resolucién, no se observa un trabajo analitico, no se simboliza la situacién, sélo se
trabaja con dos ejemplos y ambos en el conjunto de los naturales. Lo expresado por el alumno
no justifica el resultado del problema y se basa en un principio, que si bien es valido
(multiplicar por dos a un nimero par o impar genera un numero par) no resulta apropiado para
establecer una justificacion para esta situacion. Lo que da es una argumentacion que

finalmente es erronea en este contexto y no observa que para una afirmacion general como la
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realizada en la consigna no resulta suficiente dar uno o dos ejemplos para justificarla. Por otro
lado, hace referencia al resultado del procedimiento como “un resultado par” en general,
cuando solo es esperable que se expida Unicamente por el nimero cuatro para tener éxito con
el truco. Sobre el procedimiento planteado en b) no hace ninguna referencia méas que efectuar

un reemplazo de la variable por un valor determinado.

Encontramos aqui, entre otros, errores asociados a la mala interpretacion de la consigna, asi
como los que tienen que ver con la complejidad de los objetos del Algebra y a la
recuperacion de un esquema previo tal como plantean Socas (1999) y Pochulu (2006), o con

el objetivo de la actividad y la naturaleza de las respuestas en Algebra (Booth, 1984).

ACTIVIDAD 2 - RESPUESTA 2

Para ilustrar esta respuesta, presentamos la que planteara el alumno E, quien elige dos
nameros naturales para probar la opcién 1, hace los calculos e incluso con el primer nimero
que elige no obtiene cuatro como resultado porque opera incorrectamente. Para la segunda
opcidn también elige dos numeros con los que realizar el procedimiento y solo con uno de

ellos obtiene cero como resultado.

Antes de continuar con la descripcion de esta respuesta, veamos, en el siguiente gréfico, la

copia textual de su presentacion.

Maria Teresa Brizzi 53



r NERLE 7 j F L
3 - git+i®e * Eligimamas la_opug A
et 2 3 |
85| = 5,5 2 \.«a qOQ es la owu CoN G ool
Pahscr\uw aabouier adenero niero
24 5 gl vesutledo 4 @ e A .
&t B LLgaqmu o : q
oy Qwerbogo won o R
+-3 :@ﬂ_ N (30 opown
cgmbiando \os nfmerct Que ?enmmog
sl | & ’ ; ' 8)2 no I\Qﬁcmz\é al resoaclo §ue
B ot e = -
H-6 61~ 24

—1A yo+2 = 42.  nos dice e

-

Q,‘><.LO(‘—

Finnira B Recniiectac a la Actividad 2 del aliimnn F

A pesar de que el propio alumno manifiesta una duda en una de las verificaciones realizadas
para la primera opcion (en la que comete error en el calculo y obtiene 5,5 por resultado)
sefiala que es la opcion correcta, por lo que suponemos que tal vez haya verificado con otros
nameros aunque no los haya explicitado en la respuesta entregada. Nuevamente, observamos
que los estudiantes no tienen en cuenta que no es suficiente “dar ejemplos que satisfagan una

afirmacion” para sostener la validez de la misma.

Con respecto a la segunda opcion, en la que elige s6lo dos valores, con uno de ellos no arriba
a la respuesta prometida en el enunciado de la actividad. Solo encuentra un valor que resuelve
la ecuacion planteada, pero al observar que con uno de los nimeros no se verifica, descarta
este procedimiento como exitoso. Si bien en este caso lo realizado estd dentro de lo correcto,

entendemos, por comparar esta respuesta con la dada para la primera opcion, que solo la
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deduce correctamente por una cuestion “azarosa” y no por conocer las reglas de

argumentacion validas para este tipo de situaciones. De todos modos concluye que elige la

opcidn 1, sin fundamento ni argumentacion en su decision.

ACTIVIDAD 2 - RESPUESTA 3

En este caso, como ejemplo seleccionamos la respuesta dada por el alumno que Ilamaremos F.

La respuesta de este alumno es la que figura en el siguiente grafico.
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Como puede observarse, este alumno prueba con varios numeros en la primera opcion,
enteros y racionales, y obtiene cuatro como resultado en cada caso, es decir que lo que
observa es que el truco funciona para los nimeros elegidos. Luego prueba con nimeros en la
segunda opcidn, y verifica sélo con los valores 1 y 2 que el procedimiento da como resultado
cero. Elige la opcion primera como exitosa y la justificacion, que no puede considerarse
correcta, la hace en lenguaje coloquial diciendo que “basicamente lo que se hace es 8 — 4, por
que el niumero pensado se cancela”. En este caso, es curioso sefialar que su argumento no esta
muy alejado de lo que efectivamente se hace en el primer truco, pues en realidad, la operacion
termina resultando ser (luego de hacer algunos sencillos calculos en la expresion que se

desprende del planteo):

X+4—-X

cuyo resultado se reduce, claramente a cuatro.

Puede considerarse que la actividad se resolvio, pero en parte, pues la justificacion es a partir
de la evaluacion en casos particulares, por lo que es insuficiente y es incorrecta la expresion
coloquial que plantea. Si acaso se hubiera recurrido a una expresion simbélica que indique lo
que se propone desde “las sentencias” dadas para el truco, se mostraria que la primera opcion
siempre sera exitosa para todo nimero, pues si se expresara de esa manera es una ecuacion de

primer grado con infinitas soluciones y la segunda una ecuacion de 2° grado con 2 soluciones.

Como caso notable, nos parece interesante destacar que este alumno descarta la opcién dos

como la correcta pese a que con los unicos dos ejemplos que presentd arribé al resultado
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anunciado (aungue no haya observado que esos son los Unicos valores con los que se llega a

dicho resultado).

Si bien no es un error de los que nos interesa particularmente destacar, este alumno comete un
error muy evidente (y muy usual entre los estudiantes) que es el de usar el simbolo “=" de una
manera incorrecta y que podria decirse “abusiva” en el sentido de no asignarle el significado
que efectivamente tiene, pues comienza una expresion y, luego de resolverla, la iguala a la
expresion que corresponde a un proximo paso, adicionando otros nimeros o simbolos no
explicitados en lo que realiz6 previamente. A modo de ejemplo, copiamos a continuacién una

linea que ejemplifica lo dicho, y se observa en la presentacion del alumno:

4.2=8+8=16:2=8-4=4,

En la puesta en comdn los alumnos mencionaron que no se les ocurrié en ningin momento
expresar en lenguaje simbolico las sentencias planteadas en los trucos y que creian suficiente
para la respuesta tomar ejemplos y verificar con ellos si se arriban 0 no a los resultados

anunciados.

Es importante destacar que los estudiantes manifestaron entender la consigna, pero que solo al
interactuar con los docentes han podido observar la insuficiencia de sus argumentos. Al
respecto, pensamos que la actividad les result6 atractiva y desafiante por la accesibilidad a la
lectura y, sobre todo, por la “complejidad” que requiere su respuesta, cosa que recién han

advertido en la puesta en coman.

Luego de observar todas las resoluciones de esta actividad, hemos podido hallar errores que se

manifiestan en gran parte de las producciones, y que ya hemos sefialado en la descripcion que
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hemos hecho de las tres respuestas seleccionadas. A modo de resumen, estos errores que se
reproducen en casi todos los estudiantes pueden sintetizarse en varios de los que ya
mencionan los autores citados anteriormente como, por ejemplo, los que se relacionan con el
objetivo de la actividad y la naturaleza de las respuestas en Algebra, y aquellos debidos al
lenguaje matematico, producidos por una traduccién incorrecta de hechos descriptos en un

lenguaje natural a otro mas formal.

6.3. Analisis de la Actividad 3.
Como hemos sefialado anteriormente, la resolucién de la Actividad 3 se desarrollé en un
segundo encuentro realizado una semana después del primero.

En este apartado estaremos describiendo los resultados obtenidos como respuesta a la

Actividad 3, cuyo enunciado es el siguiente:

Actividad 3:

Se construye una sucesién de figuras con palillos, como la siguiente:

L1 L \

1 2 3 4

e Cuantos palillos se necesitan para construir la figura que ocupa el trigésimo
lugar? ¢ Y la que ocupa el lugar nimero 75?

e ;Hay alguna figura que tenga 58 palillos? ;Y 299 palillos? ¢Por que?
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La actividad es muy productiva pues invita a los alumnos a formalizar un enunciado dado en
lenguaje natural a traves de la creacion de formulas y utilizacion de las mismas, ya sea en
“procesos directos como inversos”, involucra también el concepto de sucesion numérica, a
partir de que una secuencia finita dada puede completarse “adicionando palillos” en los
primeros términos. Esto ultimo es importante destacar que no parece representar la opcién
“mas economica” de resolucion cuando se pide, por ejemplo, el término trigésimo o el
septuagésimo quinto, a partir de lo cual se promueve hallar una expresion que represente al
término general. En este caso, la variable representa un pardmetro que permita calcular
cualquier término de la sucesion y, a su vez, conociendo un cierto nimero de palillos
determinar a que nimero de término corresponde. En este caso, esa expresion del término
general hallada, se la utiliza como parte de una ecuacion, a partir de lo cual, en la misma
actividad se trabaja la variable en forma de parametro, en forma de incognita y en relacién
funcional, con lo que se refleja el modelo 3UV del que habla Ursini en su analisis del uso de

la variable.

Consideramos ésta como una actividad potente de las que debemos disponer en la préactica de
la ensefianza para hacer que los alumnos se conviertan en usuarios competentes del Algebra,
capaces de interpretar la variable de varias maneras diferentes, independientemente del

problema que deban resolver.

Como para ilustrar algunas de las cuestiones mencionadas y que se involucran en esta
actividad, que permite utilizar distintas estrategias de resolucion, mostraremos una manera

posible de resolverla.
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En principio, se pueden ir sumando palitos como primer camino en la busqueda de la

resolucion de la misma o también completar con dibujos para armar méas cuadrados,

Al contar los palillos que conforman cada figura, se podria construir una tabla de valores
como la que se muestra a continuacion, vinculando el lugar que ocupa la figura en la
secuencia con la cantidad de palillos necesarios para armarla, haciendo explicita una relacién

de dependencia entre ambos nimeros.

Cantidad de
Lugar

palillos
1 4
2 4+3
3 4+3+3
4 4+3+3+3
30 4+3.29

Contar con esta tabla permitira notar que existe una regularidad que puede ser generalizada a
través de una expresion algebraica, vinculando el lugar con la cantidad de palillos que existe
entre ambos conjuntos, estableciendo asi una relacion funcional. La variable independiente
sera la que indique el lugar que ocupa la figura, y la dependiente la cantidad de palillos que se

necesitan.
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La expresion obtenida puede expresarse de alguna de las siguientes maneras:
y=4+3.(x—-1) o0 y=3x+1

En esta formula, reemplazando la variable independiente por el nimero correspondiente al
lugar elegido, en nuestro caso el lugar 30, se obtiene como respuesta que 91 palillos son los
necesarios y que, en el lugar 75 se obtendrd, haciendo las mismas operaciones, que el nimero

necesario de palillos es 226.

Para responder la ultima pregunta, debemos considerar que la variable independiente es la
incognita de una ecuacion, que queda determinada reemplazando la variable y por el nimero
de palillos dados. En el primer caso, para 58 palillos, se tiene y = 58, con lo que la ecuacion

que resulta es:
58=3x+1

y por lo tanto , el lugar que ocupa la figura es el nimero 19, pues la solucién de la ecuacion

anterior es x = 19.
Para la segunda situacion, correspondiente a 299 palillos, la ecuacion que queda planteada es:

3.x+1=299

. L . 288 . .
Esta ecuacion tiene como solucién al nimero x Z?, que representa a un nimero racional

y, como queremos calcular el lugar que corresponde a un numero de palillos, que es un
namero natural resulta que la ecuacién “no tiene solucién” en el conjunto de los nimeros

naturales, lo que hace que la situacion planteada no corresponda a un “caso posible”. De este
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modo, concluimos que no hay ningun lugar que se corresponda con la cantidad de 299

palillos.

Presentamos a continuacion las respuestas seleccionadas para esta actividad, que

corresponden a tres alumnos, que Ilamaremos G, Hy M.

6.3.1. Respuestas de los estudiantes a la Actividad 3

ACTIVIDAD 3 - RESPUESTA1

La respuesta que dio el alumno G a esta actividad es la que mostramos en la siguiente figura:
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Figura 7. Respuestas a la Actividad 3 del alumno G

En este caso, observamos que el alumno comenzé planteando una relacion de
proporcionalidad a partir de la regla de tres simple para concluir que, si en el lugar 3 hay 10
palillos, entonces en el lugar 30 hay 100. En este alumno no observa, por lo menos en un
primer intento, un afianzamiento de los saberes previos, relacionados con, por ejemplo,

“funcion de proporcionalidad” y “funcion lineal”. Continuando con el abordaje con el que
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inicid la resolucion, el estudiante realiz6 otras proporciones con las que no logré arribar a una
respuesta adecuada pues como resultados obtuvo valores numéricos que pertenecen al
conjunto de los racionales y no son admitidos por el contexto del problema planteado, en el

que las respuestas deben ser, indefectiblemente, nimeros naturales.

Si se lee con atencion lo hecho en la resolucion presentada por este alumno, no se observa
ninguna respuesta certera, dado que en todas recurre a la regla de tres simple para resolver el
problema, que como dijimos, no es apropiada dado que el modelo planteado en esta actividad

no es de proporcionalidad.

En el caso de esta actividad observamos como errores, entre otros, a los que sefiala Esteley-
Villareal, (1990, 1992, 1996) cuando categoriza los errores y declara que uno de ellos es la no
verificacion de resultados parciales o totales. También podemos ubicarnos en el error que

Booth (1984) asocia al uso inapropiado de férmulas o reglas de procedimiento.

ACTIVIDAD 3 - RESPUESTA 2

Esta respuesta corresponde a una dupla de compafieros, que denominaremos H.

En este caso, los alumnos logran, a partir de la realizacion de calculos numéricos, llegar a
obtener las respuestas a cada una de las consignas. Para ello, plantea las posibilidades que se
dan para distintos términos, construyendo una tabla para hallar la cantidad de palillos en el
lugar 30, lo cual hizo correctamente, y luego utilizé este calculo para deducir lo que ocurre en
el lugar nimero 75. Aunque respondieron todas las preguntas en forma correcta, no lograron
(en realidad, no les resulté necesario) formalizar el procedimiento que generaliza la situacion

del problema.
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La respuesta que presentaron es la siguiente:

Figura 8. Respuestas a la Actividad 3 del alumno H

65
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Cabe destacar que, si bien uno de nuestros objetivos es mostrar algunos errores presentes en
actividades que surjan del Algebra elemental, este par de alumnos que llamamos H, han
podido resolver la actividad sin necesidad de recurrir a la formulacion de expresiones
simbolicas ni a la generalizacion de casos, por lo que lo que nos parecié importante destacar
con esta actividad es que el tipo de consignas que propusimos para el diagnostico eran
factibles para este grupo de alumnos en el que desarrollamos la experiencia. No obstante,
observamos que la formalizacion simbdlica y la generalizacion es uno de los objetivos que

perseguiamos con estas actividades.

ACTIVIDAD 3 - RESPUESTA 3

Esta respuesta es la que corresponde al alumno M que inicio su trabajo construyendo una
tabla, calculando la cantidad de palillos. Realiz6 una grafica de la situacion en la que no se
observa relacion con la tabla. Luego dedujo una férmula para calcular la cantidad de palillos,
que si bien no es incorrecta, tiene la particularidad de relacionar con el lugar 0 (es decir x =0
en la expresidn que construye) con la primera figura de la secuencia dada. La formula que
construye es la que establece la relacion entre el orden de la figura dada y la cantidad de
palillos que requiere para ese lugar dada por la expresion:

y=4+x.3

Como sefialamos, en esta férmula, es para x = 0 que se obtiene el resultado y =4 y no para
x = 1. Este “desfasaje” que plantea la formula, genera en el alumno una dificultad adicional,

gue no le permite dar correctamente las respuestas dado que, con la formula propuesta se tiene
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que, para el cuarto lugar le daria que necesita 4 + 4.3 = 16 palillos, lo cual es incorrecto pues
el resultado que corresponde a esta situacion es 13.

La respuesta del alumno M es la siguiente:
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Figura 9. Respuestas a la Actividad 3 del alumno M

Una observacion interesante como parte de nuestro analisis sobre este alumno en particular, es
que uno de los errores observados (no s6lo en M sino en muchos otros) es el que tiene que ver
con no verificacion de resultados parciales o totales en una resolucion, tal como lo expresan
Esteley y Villarreal (1996) en su categorizacién de los errores que se relacionan con la

justificacién o razonamiento matematico.

Esta actividad, que fue la tercera para los alumnos, es la que despert6 el mayor interés.
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Como la consigna se presenta en lenguaje coloquial y gréafico, da lugar a la participacion de
todos los alumnos, aun los que tienen poca empatia con la materia. La posibilidad de poder
iniciar la resolucion con dibujos, con sumas, con distintas estrategias dio pié a que los
estudiantes pudieran sortear algunas dificultades y que una gran parte de ellos lograra resolver

la actividad exitosamente.

En la puesta en comun, los estudiantes mencionaron que la actividad les result6 interesante y
que se sintieron méas confiados para enfrentar la resolucion. Incluso los que no lograron la
formalizacion de la situacidn en un formato simbélico, han podido manifestarlo en forma oral,

refiriendo que no suponian que hacerlo era parte de lo solicitado en la actividad.

A modo de ejemplo, y como una cita de lo expresado en esta puesta en comun, algunos
explicaron en lenguaje coloquial, que: “en el primer cuadrado se contabilizan los 4 lados y
luego, para seguir completando, sélo se cuentan 3 palillos mas para cada cuadrado que se

forma”.

Al analizar en su conjunto el trabajo de campo, se evidencio una diferencia que se produjo
entre el primer encuentro, en el cual se resolvieron las Actividades 1y 2, y el segundo, donde
se trabajo unicamente con la Actividad 3. La diferencia consistio en que el grupo se distendid
mas y pudieron estar mas comodos pues era su segunda experiencia, hubo mas produccion e

incluso participaron mucho mas en la puesta en comdn.

A partir de lo obtenido en el trabajo de campo, se comenzd a elaborar una guia de actividades
qgue nos ayude a superar algunos de los errores mencionados a lo largo de toda nuestra
presentacion. El trabajo sobre esta guia es lo que desarrollaremos en el siguiente capitulo de

esta tesina.
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CAPITULO 7

DISENO Y FUNDAMENTACION DE UNA PROPUESTA
DIDACTICA

A partir de las conclusiones a las que se arribo con el analisis del diagndstico, nos hemos
propuesto, como una segunda etapa para el desarrollo de esta tesina, el disefio y elaboracion
de una propuesta didactica para la ensefianza de temas vinculados con el Algebra elemental y
con cuestiones de argumentacion, en la que se contemplaron las distintas ocasiones en las que
han manifestado los errores mas frecuentes en las producciones de los estudiantes. Para ello
hemos pensado un conjunto de actividades que involucren el Algebra en las cuales los
simbolos adquieren diferentes significados en cada caso y en las que sea necesario generalizar
distintas situaciones y, ademas, requieran que la argumentacion sea parte central de la
resolucion de la actividad. Para ello hemos pensado que en la propuesta se deben abordar,
desde distintos puntos de vista, aquellos temas que han dado lugar a los errores mas
significativos observados en el diagndstico. En este sentido, el disefio de actividades que
pensamos para las clases de Matematica contempla ejercitacion que podra desarrollarse no
solo en el aula sino que también prevé trabajo de caracter domiciliario. Estas actividades sélo
son un modelo de las que, entendemos, podrian ser efectivas para el objetivo que con ellas se
persigue y, aungue se las observen en algunos textos o material especifico para las clases de
Matematica, nos parecio interesante poder reconocer el tipo de trabajo que cada una de ellas
conlleva y sugerirlas como una ejercitacién adecuada para contemplar el manejo de los

errores desde la ensefianza.
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En la propuesta que hacemos se explicitard y describira el tratamiento que se sugiere para el
tema seleccionado, haciendo las anticipaciones de los distintos errores que intentan atenderse
y que podrian presentarse en cada actividad, asi como las recomendaciones didacticas para la
gestion de la clase y las intervenciones del docente. Junto con ello, plantearemos una
fundamentacion, que se realizara a partir de los distintos elementos tedricos que hemos tenido

en cuenta en la bibliografia sefialada en el estado del arte de este trabajo.

7.1. Actividades para la Propuesta Didactica. Algunas consideraciones

generales

Teniendo presente las ideas planteadas anteriormente, se pens6 en preparar un abanico de
actividades de acuerdo a las demandas emergentes de forma que, en unas la variable aparezca
como incognita, en otras como parametro y también en relacion funcional, es decir,
intentamos que se reconozca en ellas el modelo 3UV. Ademas, pretendemos que la
fundamentacion y la validacion se observen en las actividades con una presencia
preponderante, teniendo en cuenta que todo esté en relacion con las competencias deseables a
desarrollar en los alumnos. El trabajo que mencionamos ha sido plasmado en 8 actividades
gue permiten caracterizar la practica matematica que consideramos pertinente promover en las
aulas. La seleccion de estas actividades la hemos hecho a partir de los resultados obtenidos en
las resoluciones que los alumnos han realizado y a partir de considerar los errores que
presentan cuando se enfrentan a las actividades vinculadas al Algebra elemental, el uso de los
simbolos, la ausencia de fundamentacion y argumentacion en la resolucion de las mismas,
teniendo en cuenta también que, habitualmente, los estudiantes no verifican los resultados

hallados. Se promueve entonces, en este repertorio de actividades, la elaboracion y

Maria Teresa Brizzi 70



comparacion de distintos procedimientos, desde consignas que dan lugar a que los alumnos
analicen, reflexionen, decidan, resuelvan y comuniquen los resultados en forma escrita y oral
(si acaso se trabaja con ellas a través de puestas en comun en el aula). También se espera que
verifiquen y argumenten, con lo que, en definitiva, se intenta que los alumnos lleven adelante
distintas practicas, propias del trabajo matematico, con lo que entendemos que se podria

minimizar la observacion de ciertos errores comunes en su practica cotidiana.

En las primeras actividades se contempld, esencialmente: el uso del simbolo como parametro,
la observacion de patrones y sus regularidades, el uso de cuantificadores y su interpretacion,
la reflexion acerca de la necesidad de la verificacion y justificacion de la respuesta. A partir
de ellas, se pretende que los alumnos desarrollen habilidades que les permitan resolver la
actividad de trabajo analizando lo que representa el simbolo en cada caso que se lo utilice, que
no limite la respuesta s6lo a una lista de ejemplos, que se analice todo el campo de los
conjuntos numéricos vinculados al contexto de la consigna, que se tengan en cuenta los
cuantificadores y que se recurra para la argumentacion a distintos recursos como, por ejemplo,

gréficas que justifiquen la respuesta.

En otras, se priorizo el uso del simbolo como variable independiente a partir de una relacion
funcional, considerando que en una gran variedad de situaciones problematicas se reconoce el
vinculo entre dos magnitudes o conjuntos que admiten una modelizacion matematica
expresada de manera simbdlica. Ademas, pensamos en otras actividades en las que el uso de
la variable se manifieste en su condicion de incognita de una ecuacion, al reconocer la
necesidad de obtener determinados valores de la variable independiente cuando ésta esta

sujeta a los condicionamientos del problema de contexto.
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Como manifiesta Ruano (2003) generlmente los errores dependen de los contenidos de las
tareas presentadas y de su proceso de resolucion. Por eso convenimos en plantear actividades
que aporten significativament al trabajo de los estudiantes habitos en torno al analisis y
reflexion sobre las distintas etapas de la resolucion de una tarea, asi como sobre la necesidad
de la justificacion y argumentacion de lo realizado, intentando que el alumno participe
activamente en la superacion de sus errores a partir de su involucramiento en la comprension

conceptual del objeto matematico.

7.2. Actividades para la propuesta didactica

En este apartado presentaremos las distintas actividades que hemos planteado para la
propuesta de ensefianza que hemos descripto. Se trata de ocho ejercicios en los que nos hemos

enfocado en hacer explicitas cada una de las intenciones que sefialamos anteriormente.

En cada una de las actividades, haremos un breve anélisis de la misma en el que, a veces
haremos una descripcion de las cuestiones involucradas en la misma a partir de la
presentacion de algin modo de resolucion posible, en el que se puedan observar los distintos
tipos de errores en los que los estudiantes puedan incurrir 0, en ocasiones, anticipamos las

posibles resoluciones que realizarian los alumnos.

Actividad A)
Decidir si la desigualdad: m?>m se verifica para todos los nimeros reales. Justificar la

decisién tomada.
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Lo relevante de esta actividad esta planteado en términos del uso del cuantificador para
todos, lo que implica el analisis de todo el campo de los nimeros reales para decidir sobre

la validez de esta desigualdad.

Es posible que frente a esta consigna los estudiantes comiencen evaluando cada miembro de
la desigualdad en distintos valores numéricos, para verificar si en ellos la misma es 0 no
valida. Ante esta situacion, imaginamos que la evaluacion que haga estara centrada en los
nimeros naturales, mas precisamente, esperamos que elijan m=1, m=0 6 m=2 en la
mayoria de los casos, aunque algunos tal vez contemplen la alternativa de evaluar en algun
nimero entero negativo. Por otro lado, y tal como hemos mostrado en las respuestas al
diagnostico, también esperamos que la actividad la resuelvan, pensando que “el cuadrado de
un numero siempre es mayor que el propio numero”, con lo que agotan alli todo tipo de
trabajo. Si este fuera el caso, se debe tener previsto, por parte del docente, una intervencion
que puede ser directamente con el alumno que haya dado esta respuesta o globalmente en una

puesta en comun si acaso lo considerara mas conveniente.

En principio, entonces, podriamos esperar que algo de lo que presentamos a continuacion

surja en las producciones de los alumnos en torno a esta actividad.

Planteamos a continuacién una posible situacion de puesta en comdn si acaso los estudiantes

sostuvieran gue los cuadrados de nimeros reales siempre superan al los propios nimeros.

En primer lugar, podria mostrarse, por ejemplo, que esta afirmacién se verifica, para los

nameros reales mayores que 1, pensando en algunos ejemplos:

7°>7: 20°>20
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Luego, puede mostrarse que también se verifica para todos los nimeros reales negativos,

aunque esto no haya surgido espontaneamente de parte de los estudiantes:
(-11)*>-11 (-1)*>-1
¢ Qué sucede si elijo m = 0? En este caso la desigualdad seria
0>0

La cual es una afirmacion Falsa, con lo que hemos encontrado un valor para el que la
desigualdad no se verifica, dando asi un contraejemplo a lo que se sostenia acerca de la
relacion entre los cuadrados de los nimeros y los propios numeros. Lo mismo podria ocurrir

si se elige m = 1, con lo que quedaria 1 > 1 que, obviamente, también es una afirmacion Isa.

Llegado a este punto, es importante sefialar que ya no es necesario ningln trabajo mas para
tomar la decisiéon pedida: la respuesta a la actividad seria: esa afirmacion no es valida para

todos los nimeros reales porque, por ejemplo, para m = 0 no se verifica.

No obstante, como una informacién adicional y constructiva, también podria mostrarse que en

el intervalo [0,1] la desigualdad no se cumple. Para ello, puede recurrirse al ejemplo

Mostrando asi, que también puede recurrirse, si acaso fuese necesario, a nimeros que no sean
enteros para hacer alguna verificacion.
Nos parece importante sefialar que en este caso s6lo es necesario, para determinar su falsedad

dar un contraejemplo con el que se vea no es verdadera para todos los nimeros reales.
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Otro posible abordaje, por parte de los alumnos, seria el de considerar a la variable “como
incognita” y, en ese caso, queda planteada la necesidad de hallar el conjunto solucion de la
inecuacién m*>—m > 0, y observar que el mismo no es el conjunto IR. Si este fuera el camino
elegido para llegar a la respuesta, se obtendrd que el conjunto solucion de la mencionada
inecuacion es S = IR—[0;1] con lo que se concluye que la inecuacién m?>m se verifica
Unicamente para todo ndmero que pertenezca al conjunto IR-[0;1] y, por lo tanto, no se

verifica para todos los nimeros reales.

Si ninguna de las resoluciones hubiese contemplado el uso de la variable m en relacion
funcional, podria recurrirse a mostrar la grafica de la funcion f: IR= IR definida mediante la
expresion f(x)=x*-x, en la que consideramos un “cambio de variable” al proponer m = X. Si
esta es la situacion, debemos observar que lo que necesitamos para responder a la actividad
planteada es conocer el conjunto de positividad de esta funcion.

El grafico aproximado de la funcién es el que se observa a continuacion,

¥

v

y a partir del cual puede concluirse la falsedad de la afirmacién de la consigna, viendo que el

conjunto imagen no esta contenido en el intervalo (0; +o0) = IR™.

En relacién con los posibles errores que podrian observarse en la resolucién de esta consigna,

Espinosa (2000) sostiene:
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Los errores que cometen los estudiantes es debido al uso de recursos de
argumentacion y l6gica matematica, basandose en los saberes de las propiedades que
se cumplen en el conjunto de los ndmeros naturales y no asi en el campo de los

ndmeros reales.

Al trabajar la expresion como inecuacion y considerar a la variable como una incognita, se
tiene como obstéaculo la complejidad propia de los métodos de resolucion de una desigualdad,
lo cual, en términos de lo expresado por Socas(1997) queda resumido en “la complejidad de
los objetos del algebra que operan en sentidos semantico y sintactico”

También nos parece apropiado para esta situacion la mirada de Esteley-Villarreal (1996), que
consideran que “la no verificacion de resultados parciales o totales” puede constituirse en un
agente propicio para que la actividad no haya sido resuelta correctamente.

Al momento de seleccionar la actividad para esta propuesta, hemos tenido en cuenta o que el
disefio curricular de Matematica vigente en la Provincia de Buenos Aires expresa en sus
paginas que “dar la respuesta correcta no significa enmendar un error, méas ain deberd
estimularse al estudiante para que elabore estrategias de control que le permitan decidir sobre

la correccion de sus producciones”

Actividad B

Decidir si son verdaderas o falsas para cualquier numero real las siguientes afirmaciones.
Justificar

1) Existen pares de nimeros reales para los cuales el cuadrado de su suma coincide con

la suma de sus cuadrados.
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i) El cubo de la diferencia de 2 nimeros es igual a la diferencia de los cubos de dichos

nUmeros.

Comenzamos viendo una posible resolucion de la afirmacion i)
Al respecto, la respuesta es que esta afirmacion es VERDADERA.

Como la afirmacion es una proposicion formulada a partir del cuantificador existencial, y es
verdadera, para justificarlo s6lo hace falta dar un ejemplo que muestre exactamente lo que
la afirmacion propone. En este caso, se debe mostrar que hay algunos nimeros reales que

satisfacen la igualdad entre el cuadrado de su suma y la suma de sus cuadrados.
Por ejemplo: pueden tomarse x =3 ey = 0, y observar que: (x +y)>= (3 +0)*=3?=9y,

x2+y?=3%+0°=9, con lo que x e y resultan ser nimeros reales que verifican

(x+y)P=x’+y?

Otra forma de explorar una respuesta, es ver si existen valores de x e y para los cuales se

verifique la igualdad
xZ+2xy+y2=x2+y? (1)

(dado que el primer miembro es el resultado de efectuar el célculo del cuadrado de un

binomio, y el segundo es con lo que se quiere comparar a este cuadrado).

Luego, ver que la afirmacion es verdadera implica analizar si la ecuacion (1) admite o0 no

soluciones. Pero
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Xx2+2xy+y?=x2+y%e 2xy =0,

lo cual ocurre si asignamos el valor 0 a alguna de las variables. Entonces, dado que la
ecuacion (1) tiene solucién, la afirmacién es verdadera, porque tomando cualquier par de
valores de los cuales uno sea 0 sera suficiente para ejemplificarlo: por ejemplo, los que se han

tomado antes
¢ Cudles podrian ser los errores que se cometen en la resolucion de este ejercicio?

No reconocer que en proposiciones que tienen “este formato” (enunciado a partir del
cuantificador existencial), la veracidad de la afirmacién se demuestra dando un ejemplo que
satisfaga lo planteado. En este sentido, los alumnos podrian decir que es Falsa porque en
realidad lo que vale es (x +y)>=x2+2x.y + y?, sin notar que esto es lo que se verifica
SIEMPRE, para todo par de valores de x e y, lo cual no invalida que ALGUNOS nUmeros

reales, como los del ejemplo, SI puedan cumplir la igualdad propuesta en la proposicion.

Otro error que podria presentarse es que los alumnos expresen que la afirmacién es falsa
porque, recurriendo a una serie de ejemplos, que no contemplen al 0 como uno de los valores,
siempre le da distinto el resultado de (x +y)® del resultado de calcular x 2 + y 2. El error que
se comete en este caso podria asociarse a una mala interpretacion de la actividad: si la
afirmacion es falsa es porque NINGUN par de nGmeros reales verifica la igualdad. Esta
afirmacion, de tipo universal, NO puede demostrarse dando ejemplos o contraejemplos:

requieren de una “demostracion” mas formal.
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Veamos ahora un andlisis similar, aunque mas abreviado por compartir el estilo de la
respuesta dada al primer item, como podria resolverse la segunda parte de esta misma

actividad, que expresa la decision acerca de la veracidad de la siguiente afirmacion:

ii) El cubo de la diferencia de 2 nameros es igual a la diferencia de los cubos de dichos

nameros.

¢ Esta afirmacion es Verdadera o Falsa?

Sabemos que cuando desarrollamos el cubo de la diferencia entre 2 niUmeros a y b resulta:
(a - b)*= a*-3ab®+3a’b - b’

Luego, la afirmacién planteada se traduce en ver si es valida, para todos los nimeros reales, la

igualdad:
a’- 3ab*+3a’b - b = a*- b®
a partir de la cual, operando se llega a la necesidad de analizar la ecuacién
-ab® +a’h =0

De donde se desprende que los valores que la resuelven deben satisfacer algunas de las

siguientes condiciones:

a=0 ob=0 oa=h
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Analogamente al ejercicio B) i), aqui también existen pares de nimeros reales para los cuales
la afirmacion es VERDADERA. Como ejemplos de ellos pueden darse algunos de los

siguientes pares de nimeros

a=3yb=0, a=0yb=0

Como resumen, entonces, podemos decir que al encontrar un ejemplo que verifica la

condiciones de afirmar que la proposicion es VERDADERA.

¢ Cuales podrian ser los errores que se cometen en la resolucion de este ejercicio?

Una posibilidad se podria dar, entonces, si se piensa expresion extendida del cubo de un
binomio. Efectivamente, los errores que se pueden presentar se dan a partir de la
internalizacion de la idea de que “el cubo de un binomio es un cuatrinomio cubo perfecto” y
no un binomio como el que se plantea en el enunciado de la consigna, lo que sin un analisis
sobre todo el conjunto de los nimeros reales, nos haria pensar, erroneamente, en la falsedad

de esta afirmacion.

También es posible que los estudiantes no encuentren, individualmente, algunos de estos
valores que hacen verdadera a la afirmacion. Esto daria lugar a una intervencion del docente,
quien podréa atender personalmente la inquietud del alumno que presenta este inconveniente o

abordar el tratamiento desde una puesta en comun.

Consideramos que los estudiantes poseen escasos recursos para enfrentarse al uso del lenguaje
coloquial usado en esta actividad, en la que se requiere de una correcta interpretacion de lo

relacionado con el uso de cuantificadores, a veces de manera implicita, en afirmaciones que
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recurren a expresiones como, por ejemplo: para todos, para cualquier valor, existe un valor,

siempre, para algun valor.

Actividad C)

. 1 .
Compara las expresiones — y p para los distintos valores reales no nulos de p.
p

Se pretende que se analicen ambas expresiones sobre todo el campo de los nimeros reales, es
decir, considerar qué ocurre para los distintos valores que puede tomar el pardmetro, pues la

conclusién general de la actividad dependera del tipo de nimero que se designe con la letra p.

Cuando se utiliza el término “comparar”, debe analizarse cuando es menor, cuando mayor y

cuando es igual.

Para resolver esta actividad, pueden pensarse la respuesta a partir de la resolucion de una

inecuacion, como puede ser

1-p<0
p

A partir de la cual obtendremos también informacién sobre las otras situaciones posibles que

son:

- |-
1
©
I
o
o
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Pensando en la primera de ellas, se resuelve analiticamente, obteniendo que el conjunto
solucion es S = (-1,0) U (1,+ )

A partir de lo cual se desprende que la igualdad 1 =p sera parap=-1y p=1, y la otra
P

desigualdad se verificara en el conjunto complementario a la union de los anteriores.

Otra alternativa para la resolucion de esta actividad, que involucra otras practicas y que no es
la que se espera que surja espontaneamente de los alumnos, es considerando a p como
variable independiente de dos funciones, lo que renombrando a p como x resultan las

funciones que tienen expresiones

f(x) =

< |~

y g(x) = x, consideradas ambas en el dominio IR — {0}.

Se representan graficamente ambas funciones en el mismo par de ejes cartesianos para su
comparacion y se observa, en el grafico de ambas curvas, el comportamiento de las dos en

cuanto a cuando son iguales y cuando una es mayor o menor que la otra.

La representacion grafica de ambas funciones en el mismo sistema de coordenadas es,

aproximadamente, la siguiente:
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¢Cuales son los errores posibles que pueden presentarse cuando los estudiantes resuelvan esta

actividad?

Comeparar, es analizar si las expresiones estan vinculadas no solo como desigualdades, sino
también como igualdades. No se puede dar una conclusién general sin analizar los distintos

valores que puede tomar p en relacion a cada expresion.

Puede pasar que se cometa el error de considerar el “aspecto” del parametro, pues se puede
llevar por la “apariencia” de los simbolos, considerando que la variable p tiene “aspecto” de
nimero entero positivo con lo que, al verlo como un ndmero positivo, tal vez decida no

analizar el conjunto de los nimeros negativos

Otro de los errores posibles es no tener en cuenta el campo completo de los nimeros reales vy,
por lo tanto, no considerar los nimeros entre 0 y 1. Del mismo modo, puede presentarse el
caso de que los alumnos, cuando se presentan fracciones y literales con numerador 1, creen
que éstas, no importa cual sea el nimero que pueda tomar el denominador, siempre son
menores que los numeros enteros, es decir, tal vez caigan en la idea errénea de que “una

fraccion es menor que un entero”.

Como vya lo sefialamos, también puede ocurrir que al no nombrar explicitamente a las
funciones numéricas ni presentarse el parametro con la letra x, no se recurra a graficar, que es

otra manera de resolver la actividad

El docente intervendra para mostrar las distintas alternativas para resolver la actividad.

Entre los errores que consideramos como posibles de que se presenten, consideramos que

algunos de ellos estan asociados a la complejidad del lenguaje matematico, como sefiala

Maria Teresa Brizzi 83



Pochulu (2006), otros surgidos por la no verificacion de resultados parciales o totales, o

también, por el no empleo o uso parcial de la informacion (Esteley-Villarreal, 1996)

Actividad D)

Observa la secuencia y cuenta la cantidad de cuerdas que se pueden trazar de acuerdo a la

cantidad de puntos.

ololcl=

) 4 5

i) Halla la cantidad de cuerdas si los puntos sobre la circunferencia son: 6, 10, 25.

ii) ¢ Pueden contarse 1101 cuerdas? Si es positiva la respuesta, ¢con cuantos puntos?

Frente a esta actividad, creemos que los alumnos dibujaran varias circunferencias y contaran
las cuerdas, haciéndoseles dificultoso cuando la cantidad de puntos aumenta

considerablemente. Escribiran los resultados, formando una sucesion:

01 3 6 10 15
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De esta manera estaran, entonces, vinculando 2 variables: la cantidad de puntos y la cantidad
de cuerdas. A partir de esta relacion, tal vez construyan una tabla de valores, pero cuando la
cantidad de puntos aumenta y se hace engorroso contar las cuerdas, deberan encontrar una

manera de poder hallar el nimero de cuerdas, sea cudl fuera la cantidad de puntos.

Una posible tabla que recoja la informacion puede ser la siguiente:

Cantidad de ptos. 1 2 3 4 5 6

Cantidad de cuerdas 0 1 3 6 10 15

Para los valores: 10 y 25 se tratara de hallar la generalizacion, en términos de un nimero

natural arbitrario n.

De este modo, si tengo un numero n de puntos, entonces, seran n.( n-1) las cuerdas que se
formen, pues cada punto se vincula con los deméas para formar una cuerda, pero éstas no
deben contarse 2 veces cada una, sino una sola vez, con lo que el término general se calcula
mediante la expresion
n(n-1)
2

A partir de este calculo puede verse, entonces, que para 10 puntos serian 45 cuerdas, y para 25

son 300.

A la pregunta que hace referencia a si pueden contarse 1101 cuerdas, debemos responder que

no, pues para ello se resuelve la ecuacién
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@ =1101

que es un ecuacion de 2°grado, que no tiene soluciones enteras.

Como otra forma de resolverse la actividad, puede considerarse una combinacion de n puntos
tomados de a 2, la cual se expresa mediante el nimero

_n
- 2(n=2)!

Cn2

por lo que si son 5 los puntos dados da como resultado 10 cuerdas y para 7 da 21.
¢ Cudles podrian ser los errores posibles de resolucion por parte de los alumnos?

Podria ocurrir que no se lograra hallar la formula o regla de asignacion. Por otro lado, también
habiéndola hallado, podrian no saber aplicarla para calcular la cantidad de cuerdas. Confundir

las variables, nimero de cuerdas con nimero de puntos puede ser otro error posible.

En la pregunta si se pueden contar 1101 cuerdas, si es que se hall6 la férmula, debe resolverse
una ecuaciéon de 2°grado, la que puede traducirse al lenguaje coloquial como “la mitad del
producto de 2 nimeros consecutivos es igual a 1101”. En este caso, se debe tener en cuenta
que las respuestas deben ser nimeros naturales, pues se trata de hallar una cantidad de puntos,
con lo que la no verificacion del tipo de resultados obtenidos puede generar un error en la
adecuacion de la respuesta. En este sentido, un error muy comun es que no se verifiquen los

resultados hallados o se realice la validacion de lo hecho.

Lo que puede resultar complicado para los alumnos es expresar en forma simbolica la

expresion que resuelve a la actividad, lo que entendemos que es una dificultad que puede
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ocasionar errores que, en términos de lo que manifiesta Socas (1999) se relacionan con la

complejidad de los objetos y de los procesos de pensamiento algebraico.

Actividad E)

Dada la figura 1, formada por 6 palillos, se construye una sucesion de la siguiente manera:

Yy 2l 220

1 2 3

i) Calcula la cantidad de palillos que se necesitan para construir la figura que ocupa el lugar

7, el lugar 11y el 38.

ii) ¢ Es posible que se cuenten 223 palillos? Si la respuesta es afirmativa ¢ en qué lugar?

En el primer lugar cuento 6 palillos, en el segundo 10 y en el tercero 14. A partir de esta
informacion, podria construirse una tabla en la que se expresen estas relaciones y, de manera
inductiva, proyectar los resultados esperados para otros lugares, tal como mostramos a

continuacion:
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Lugar 1 2 3 4 5

N°de palillos | 6 | 6+4=10 | 6+4+4=14 | 6+4+4+4=18 | 6+4+4+4+4=22

Desde lo observado en esta tabla, puede sugerirse que la cantidad de palillos se calcula como
una sucesion, definida como una progresion aritmética, donde el primer término es a;= 6y, el
término general puede expresarse como es a,= 6+ 4.(n-1), siendo n el valor que representa el
lugar de cada una de las figuras de la secuencia. Por lo tanto, para el lugar 7 se necesitan,
entonces, 30 palillos, para el lugar 11 son requeridos 46 palillos y 154 palillos son los
utilizados para el lugar 38. Ademas, en ningln caso se cuentan 223 palillos, pues la ecuacion
6+ 4.(n-1) =223 no da solucidn entera positiva, que es lo que corresponde de acuerdo al

contexto de la situacion

La relacidon entre la posicién de la figura y la cantidad de palillos puede expresarse, también,
como la funciébn de dominio y codominio en los ndmeros naturales, definida por

f(n) =4.n + 2, siendo n el lugar y f(n) la cantidad de palillos.

Como puede observarse, esta actividad tiene gran analogia con una de las planteadas en el
diagnostico, y la hemos considerado pues, tal como lo sefialamos en el apartado
correspondiente al analisis del diagnostico, este tipo de actividades tienen especial atractivo
para los alumnos, lo cual no le genera inhibiciones a la hora de resolverlas, y les representa un
desafio que los motiva a hallar la respuesta pedida. Ademas, entendemos que con la guia del
docente en una puesta en comun, puede llegarse a una formulacion simbolica de la situacion a

partir del recurso del lenguaje natural. De acuerdo al momento que el docente lo decida, podra
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utilizar este tipo de ejercicios como una introduccion al trabajo algebraico y al uso de las
variables, no de una “manera caprichosa” sino como una necesidad propia de la situacion que

se intenta resolver.

Actividad F)

Una empresa ofrece a sus empleados 2 opciones para pagar los salarios:

Opcidn 1 : $2400 mensuales mas 30% por todas sus ventas del mes.

Opcidn 2 : $4000 mensuales mas 5% por todas sus ventas del mes.

i) Calcula ambos salarios si las ventas mensuales han sido de:$5000, $10000 y $200007? Si
gana mensualmente $9300. ¢ Cuales serian los montos de las ventas en cada caso?

if) ¢En qué caso con las 2 opciones percibe el mismo salario?

Con respecto a esta actividad, plantearemos algunas de las cosas que nos parecen mas

significativas para su consideracion, en relacion con nuestro interés en los errores.

A modo de presentacion de la respuesta, podemos decir que, en apariencia, la opcion 2
parece ser la mas conveniente por considerar una suma mayor como monto fijo. No obstante,
sabemos que hay un momento (en este caso un monto de venta) a partir del cual serd mas

conveniente la opcion 1, pues su tasa de variacion (pendiente) es mayor.

Los estudiantes podrian comenzar la resolucion probando con distintos valores en las ventas:

¢ si las ventas son nulas, por supuesto me conviene la opcién 2

e si las ventas alcanzan los $5000, con la 1 el salario sera $3900 y con la 2

$4250, me conviene la opcion 2.
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e Si las ventas alcanzan los $10000, con la 1 el salario sera $5400 y con la 2

$4500, me conviene la opcion 1.

e Si las ventas alcanzan los $20000, con la opcion 1 el salario serd $8400 y con

la opcion 2 $5000, conviene la opcion 1.

Es decir que hasta un cierto valor de ventas resulta mas conveniente la opcion 2, pero
superado ese monto la acertada es la opcion 1. Es importante encontrar ese valor en el que
ambas opciones coinciden, pues sera alli donde se revierta la situacion entre ambas opciones.
El valor que referimos es el monto de venta para el cual lo percibido como sueldo con ambas

opciones coincide.

Dadas las caracteristicas de cada una de las opciones de cobro, cada una de ellas podra
modelizarse a través de una funcién lineal dado que la tasa de variacion en cada una es
constante (en una, la variacion es de un 5% y en la otra es del 30%). Es Por ello que se puede
pensar en funciones lineales, donde la variable dependiente es el salario y la independiente es

el monto de las ventas que se producen en el mes.

Las expresiones que definen a cada una de las opciones estan dadas por las funciones O; y Oy,
definidas en dominios y codominios adecuados al contexto, y que obedecen a las siguientes

férmulas:

01(x) = 2400+0,3.x 0,(x) = 4000+0,05.x

Para determinar cual es el monto de las ventas si se sabe que percibe un sueldo de $9300,
deberan plantearse y resolverse dos ecuaciones lineales y comparar sus resultados. Las

ecuaciones son las siguientes:
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2400+0,3.x=9300 y 4000+0,05.x=9300

Las soluciones de cada una, respectivamente son:

x =$23000 y x=$106000

con lo que esos valores son los que corresponden a las respuestas pedidas.

En relacion con el segundo item de la consigna, la respuesta estard definida por el punto de
interseccion de las gréficas de las funciones que hemos definido, es decir que para dar est

respuesta, deberemos plantear la ecuacion:

Ol(X) = Oz(X)

Es decir:

2400+0,30.x = 4000+0,05.x

Cuya solucion es x= $6400, que representa el valor correspondiente a la suma vendida para

gue ambas opciones coincidan.

La representacion grafica muestra que las rectas se cortan en el punto cuyos salarios seran
iguales. En la misma estamos utilizando una escala que se corresponde con la relacion

1=$1000
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En el Eje x representamos el monto de las ventas en pesos y en el Eje y el sueldo también

medido en pesos.

Un posible error, si se piensa rapidamente la actividad, es definir a la opcién 2 como la mejor

por considerar inicamente el mayor monto fijo, lo cual puede crear una falsa apreciacion.

Otro posible error que pueden cometer los alumnos es confundir los valores de las ganancias

con los valores del salario.

Podria suceder que solo se encontraran valores distintos de salarios probando y explorando
con algunos valores de ventas, pero no se hallara de este modo el punto de interseccion a
partir del cual cambia la situacion. Quizas se construya una tabla con distintos valores de

ventas y los salarios a percibir.

Por otro lado, tampoco puede garantizarse que se vincule el enunciado a funciones lineales y
se piense en un grafico cartesiano. La expresion de una situacion problematica en términos de

variables y funciones puede no aparecer.

Esta actividad nos resultd particularmente atractiva para incluir en esta guia de ensefianza

porque destacamos en ella la caracteristica de ser una situacion real y posible de atender en
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alguna circunstancia de la vida y, ademas invita a la reflexion y analisis del tipo de resultados
obtenidos de acuerdo al tipo de productos que se vende. Sera entonces una variable mas a
tener en cuenta, para completar el analisis de la actividad, dado que al no hacerse referencia
desde el enunciado al tipo de comercio que se habla, la situacion elegida podria ser factible si

se vendieran electrodomesticos, por ejemplo, y tal vez no en una libreria.

Actividad G)

Los numeros rectangulares u oblongos, son aquellos que pueden ser representados por
puntos en un rectangulo cuya base es una unidad mayor que la altura.
i) Calcula el numero rectangular que ocupa el lugar 5, 10,17 y el 100.

if) ¢Los nimeros 221 y 870 son nimeros rectangulares?

A modo de ejemplo, mostramos los siguientes nimeros rectangulares a partir de los dibujos

que con ellos se definen.

oOCCOO0O
o000 oOCCOO0O
o000 o000 oOCCOO0O

o0 o000 o000 oOCCOO0O
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Esta actividad fue elegida por gque los estudiantes conocen la regularidad que se encuentra en
las relaciones numeéricas interesantes, como la de los nimeros cuadrados y los numeros
triangulares, y les resulta atractiva. Esta es otra mas, que presentamos, la de los nimeros
rectangulares u “oblongos”.

Asimismo otra caracteristica de este tipo de actividades, como la Actividad E, es que invita a
resolverla con “escasos” saberes previos y todos los alumnos pueden comenzar a pensar las
soluciones, por lo cual el analisis es anélogo a la de esa actividad.

A continuacion mostraremos algunos caminos posibles de resolverla:

i) Podemos contar los puntos, para el lugar 1 es 2, para el lugar 2 es 6, para el 3 es 12.

También se podria construir una tabla con el lugar y el namero rectangular correspondiente

Lugar Numero

rectangular

1 2
2 6
3 12
4 20

Por lo expresado en la consigna, en cada rectangulo el nimero de puntos de la base es el
namero consecutivo de puntos de la altura. En forma simbdlica puede expresar la base como
“a+1” vy la altura como “a”, por lo cual el nimero rectangular es el producto de ambas
expresiones: Lo que nos informa entonces que los nimeros rectangulares son nimeros pares,

pues se obtiene del producto de un nimero par por otro que es impar.
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(a+l).a= a*+a

Como resultado de la multiplicacion se obtiene la expresion simbélica a’+a
Esta expresion obtenida simbolicamente puede escribirse en lenguaje coloquial de la siguiente
manera “un niamero oblongo” puede expresarse como “la suma del cuadrado de un numero
mas dicho niimero”.
Para responde a la consigna, para el lugar 5 el numero oblongo es 30, para el 10 es 110, para
17 es 306 y para 100 es 10100. Este tltimo demanda haber encontrado alguna formalizacion,
como las presentadas para calcular el nimero solicitado en la consigna.
ii) Para responder si 221 y 870 son numeros rectangulares, resolveremos las ecuaciones
correspondientes

a’+a=221y a*+a =870
las cuales , al resolverlas podemos afirmar que el numero 221 no es numero rectangular, pues
la ecuacion no admite en el conjunto de numeros naturales ; pero ademas habiamos enunciado
que los numeros rectangulares son numeros pares 'y 221 no lo es. Y en el segundo caso 870 es
namero rectangular y la ecuacion tiene una solucién admisible a = 29. EI nimero rectangular
estd formado por la base que corresponde a 30 puntos Yy la altura 29 puntos.
En esta actividad, como mostramos, es posible abordarla de distintas maneras, creemos que
algunos estudiantes comenzaran por explorar con los dibujos de los puntos y buscando los
nameros rectangulares con célculos, asi obtendran los primeros nimeros.
Los errores posibles de hallar frente a esta actividad es no poder hallar la expresion simboélica

de los nimeros rectangulares. Es decir la generalizacién a través de un parametro. El docente
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acompariara guiandolos para que puedan lograr formalizar la situacién planteada,

individualmente, o en una puesta en comun de la resolucion de la actividad..

Actividad H)
Compara el area de un rectangulo con el area del rectangulo que se obtiene al aumentar un

lado en un 20 % y al disminuir el otro en un 20 %. Justifica tu respuesta.

Esta otra actividad, asi como otras de las que hemos propuesto, apela a recursos geométricos,

ya sea en su formulacién como en su resolucién.

Pensamos que una de las primeras respuestas que pueden dar los alumnos es que las areas de
ambos rectangulos son iguales pues en el segundo se disminuye y se amplian los lados en una
misma proporcion. Esta respuesta apresurada no permite hacer un analisis mas reflexivo de la
actividad, apelando a la simbolizacion del problema y a una justificacion adecuada en

términos numeéricos.

Como una forma de comenzar con la resolucién de la actividad, se calculara el area del

rectangulo 1, para luego calcular la del segundo y establecer la comparacion entre ambas.

Sien el rectangulo 1 llamamos x a su base y a su altura la llamamaos y, resulta que su area es

A =X.y.
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Con estas definiciones de los lados del primero de los rectangulos, resulta que el segundo de
los rectangulos tiene como lados, la base (que puede ser la que se aumenta) que tiene un valor

dado por

X+0,2x=1,2.X

y su altura (que serd, entonces, la que disminuye) medira

y—-0,2y=0,8y

con lo que el area de este segundo rectangulo ser, entonces,

A = (1,2.X).(0,8.y)

Es decir:

A; =0,96.x.y

De donde puede observarse que el area del segundo rectangulo, A, = 0,96.x.y es menor que la
del primero, A; = x.y. Ademas, puede determinarse en qué porcentaje se redujo el area del

segundo rectangulo: su area es un 4% mas chica que la del primero de ellos.

Los errores posibles al resolver esta actividad estan asociados a que, en primer lugar, podria
ocurrir que no visibilicen que pueden comparar ambas areas sin tener explicitamente los datos
correspondientes a las medidas de la base y de la altura del rectangulo inicial. Otro de los
errores que pueden surgir en esta resolucion podria ser por recurrir inicamente a rectangulos
con medidas especialmente definidas a traves de ejemplos, y extender la validez de las

observaciones que puedan realizar en cada caso, sin lograr una adecuada justificacion a partir
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del planteo de una situacion general. Una de las caracteristicas que hizo que esta actividad
fuese elegida para formar parte de esta secuencia, fue que la misma no forma parte de los
elencos de actividades que habitualmente resuelven los estudiantes en el nivel secundario v,

ademas, demanda especialmente trabajar y analizar expresiones generales.

Para la seleccion de las actividades que formaron parte de la propuesta de ensefianza, tuvimos
en cuenta que presentara una variedad de alternativas de trabajo que aporte habitos y
comportamientos frente a determinadas situaciones que les represente un desafio que, ante
todo, lo vean como de posible abordaje por parte de ellos. Por otro lado, pretendemos también
que a través del desempefio que cada una demande, logren un acercamiento al Algebra en
particular y a la Matematica escolar en general de forma de que logren sentirse posibles
resolutores de los ejercicios que se les presenten, sin sentir la presion de considerar como
censurable el hecho de que se comentan errores a lo largo del trabajo realizado. Esperamos
que a partir de una practica sostenida en este tipo de situaciones los estudiantes logren

autonomia en su trabajo y reflexion autocritica de su produccion.

En las actividades elegidas se opta por un trabajo mas enriquecedor que consiste en

reflexionar criticamente sobre las propias producciones.
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CAPITULO 8

CONSIDERACIONES FINALES

En las clases diarias de Matematica, los docentes registramos las dificultades que surgen
frente a algunos contenidos, los inconvenientes (errores) que se presentan como emergentes
del fracaso en el aprendizaje del Algebra por parte de los estudiantes, y es habitual admitir la
inquietud, el replanteo y reflexidn acerca de nuestras propias practicas profesionales.

El uso excesivo de los simbolos y el lenguaje propio de la Matematica, en muchas ocasiones
dificultan u obturan el trabajo en el aula, y es por ello que se necesita de actividades que
logren un acercamiento mayor de los alumnos a esta disciplina. Para ello nos pareci6 esencial
reflexionar acerca de cuéles son las acciones que se debieran a llevar a cabo para mejorar el
aprendizaje de nuestros alumnos, entendiendo que éste representa nuestro objetivo
fundamental como docentes.

El error es un componente clave para el progreso del conocimiento, que debemos tener
siempre presente, pues es una herramienta de relevamiento del estado de saberes de nuestros
estudiantes, que nos provee una rica informacion, a la hora de revisar nuestras practicas de
ensefianza , con el fin de lograr asi los distintos aprendizajes.

Hablar de mejorar el aprendizaje es ocuparnos en Matematica, de reducir la cantidad de
errores como fuente de saberes no aprendidos, de resolver actividades pudiendo trabajar con
los simbolos, comparar, analizar, justificar y argumentar, que los estudiantes logren expresar

los distintos aspectos puestos en juego en la resolucién de cada actividad.
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Creemos que esta acotada guia de actividades nos aportard herramientas para lograr disminuir
los errores que presentan los estudiantes en los temas mencionados.

Las expectativas de nosotros, los docentes, frente a la ensefianza y al aprendizaje son
pretenciosas, pues decidimos elegir un trabajo mas enriquecedor para nuestros alumnos que se

apoya en la reflexion critica de cada estudiante frente a sus propias producciones.

Maria Teresa Brizzi 100



BIBLIOGRAFIA

Arcavi, A. (1994). El Sentido de los Simbolos :Generacién de Intuiciones en la matemética Formal.
Israel: Instituto Weizmann de Ciencias.

Garcia Suarez J. (2010). Analisis de Errores y Dificultades en la Resolucion de Tareas Algebraicas
por Alumnos de Primer Ingreso en Nivel Licenciatura. Granada: Universidad de Granada.

Astolfi J. (1999). El error, un medio para ensefiar. Sevilla: Diada Editora.
Booth. (1984). Algebra children’'s strategies and errors.

Del Puerto S., M. c. (2004). Anélisis de los errores: una valiosa fuente de informacién acerca del
aprendizaje de las matematicas. Buenos Aires: Revista Iberoamericana de Educacion.

Espinosa, F. (1996): Sistemas semioticos de representacion del concepto de funcion y su  relacion
con problemas epistemoldgicos y didacticos, en Investigacion en Matematica Educativa. F.
ESPINOSA (ed.). Grupo Editorial Iberoamérica, Méjico, pp. 245-264.

Esteley, Villarreal. (1996). Analisis y categorizacion de errores en Matematica. Revista de Educacion
Matematica .Volumen 11, 16-35.

Falsetti M., L. J. (2011). Acciones de Validacion: Un estudio de caso en Escuela Media. | Congreso
Internacional de Las Ciencias Y La Matematica,llEncuentro Nacional de Ensefianza de la
Matematica, (pag. 8). Universidad Nacional del Centro de la Prov. de Buenos Aires.Tandil.

Pochulu M. (2005). Analisis y Categorizacion de Errores en el Aprendizaje de la Matematica en
Alumnos que ingresan a la Universidad. Revista Iberoamericana de Educacion-OEl.

Rico L. (1995). Errores y Dificultades en el Aprendizaje de las Mateméticasi. Bogotd. Colombia:
Universidad de los Andes.

Ruano Raquel, Socas Martin,Palarea Mercedes. (2003). Andlisis y Clasificacion de Errores cometidos
por Alumnos de secundaria en los Procesos de Sustitucion Formal, Generalizacion y Modelizacion
en Algebra. Tenerife: Universidad de la Laguna.

Socas, M. (2007). Dificultades y errores en el aprendizaje de las matematicas. Andlisis desde el
enfoque l6gico semidtico. Tenerife: Universidad de la Laguna.

Ursini, Escarefio,Montes y Trigueros. (2005). Ensefianza del Algebra Elemental. Una propuesta
alternativa. Trillas. México.

Abrate R., Pochulu M., Vargas J. (2006). Errores y Dificultadesen Matematica. Analisis de causas y
sugerencias de trabajo. . Villa Maria: Universidad Nacional de Villa Maria .

Engler A., Gregorini M, Miller Daniela., (2002). Errores en el Aprendizaje de la Matemética. Santa
Fé: Universidad Nacional del Litoral.

Maria Teresa Brizzi 101



Alagia, H., Bressan, A., & y Sadovsky, P. (2005). Reflexiones tedricas para la Educacion Matemética.
Buenos Aires: Libros del Zorzal.

Ley de Educacidn Provincial n°13688. (2007). Direccidén General de Cultura y Educacion

Mantica, A., Nitti, L., & Scaglia, S. (. (2006). La Matemética. Aportes para su ensefianza. Santa Fe:
Universidad Nacional del Litoral.

Sessa, C. (2005). Introduccién al estudio didactico del algebra. Origenes y perspectivas. Buenos
Aires: Libros del Zorzal.

BIBLIOGRAFIA UTILIZADA COMO _SOPORTE _DE
LECTURA

Sadovsky, P. (2005). Ensefiar Matematica hoy. Miradas, sentidos y desafios. Buenos Aires: Libros del
Zorzal

Kilpatrick Jeremy, Gomez Pedro,Rico Luis. (1998). Educacion de Matematica. Errores y Dificultades
de los Estudiantes. Resolucién de problemas. Evaluacion. Historia. Bogota: Universidad de los
Andes

Riviére A. (1990). Problemas y Dificultades en el aprendizaje de las Matematicas: una perspectiva
cognitiva. En Necesidades educativas especiales y aprendizaje escolar (pags. 155-182). Madrid:
Capitulo 9. Alianza.

Parra C., Saiz I. (1994). Didactica de la Matematica. Aportes y reflexiones. Buenos Aires: Paidds.

Carrion Miranda V. (2007). Anélisis de Errores de Estudiantes y profesores en expresiones
combinadas con nimeros naturales. Union. Revista Iberonoamericana de Educacion Matematica
n°11.

Astorga Morales A,. (2007). Errores de los estudiantes en la construccion del conocimiento

matematico a nivel secundario. ITCR. V Congreso sobre la Ensefianza de la Matematica Asistida por
Computadora. Costa Rica.

Maria Teresa Brizzi 102



