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Resolucién MUA — Analisis Matematico I: Integral Definida

A continuacidn, se brinda la resolucion del problema planteado en la MUA. En el presente archivo
se respeta la secuencia recomendada en el apartado Instrucciones para realizar el analisis y los
calculos del problema que Rodrigo tuvo que resolver:

1. Leer el problema planteado en el Contexto.

Rodrigo es Ingeniero Mecanico y actualmente se desempefia como jefe del Departamento de
Mantenimiento en una empresa lactea de la zona. Como la fabrica estd invirtiendo en nueva
tecnologia, le informaron que la sala de pasteurizado se debia reformar ya que se adquirié una
desnatadora mas sofisticada y un pasteurizador que procesa un mayor caudal. Entonces, una de las
tareas que tenia a cargo era pintar una pared reformada de la sala. Para esa actividad debia:

e Seleccionar a un operario para que en turno extra realice la mano de obra.

e Calcular los litros de pintura que se requeriran.

e Comprar los pinceles, tarros de pintura y elementos necesarios.

Rodrigo evidencio que la pared a pintar esta definida por las siguientes tres funciones:
1 1 47 25
f@=x+s g =-3x-62+=  w)=-(x-3)

El primer tramo f(x) esta definido en los primeros 3,5 metros de pared, el segundo g(x) desde la
finalizacion del primero hasta los 8,5 metros y el Ultimo tramo correspondiente a w(x) desde el
segundo tramo hasta los 11,5 metros.

¢Podrd Rodrigo calcular el drea de la pared que se debe pintar? ¢ Cuantos litros de pintura se
deben comprar sabiendo que el rendimiento de la pintura por metro cuadrado de trabajo terminado
es de 250 cm3?

2. Identificar las variables involucradas.
x: ancho de la pared en metros.
f, g y w: altura de la pared en metros.
3. Si es posible realizar un bosquejo de la situacién planteada.

Ver Figura 1.
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71 h = Altura de Pared (m)

25,

X = Ancho de Pared (m)
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Figura 1: Representacion de la situacion problema.
4. Identificar los datos que brinda el problema y lo que se desconoce.
Datos:

e Funciones que representan como esta delimitado cada tramo de la pared:

fx)=x+ % cuando x toma valores entre 0y 3,5

gx) =- é (x — 6)% + % cuando x toma valores entre 3,5y 8,5
w(x) =—(x — 22—5) cuando x toma valores entre 8,5y 11,5
Incognita:

Area total de la pared que se debe pintar para determinar cantidad de litros a comprar.

A continuacion, estimaremos, realizando un calculo aproximado, el resultado del area total de
la pared para luego calcular el area mediante la aplicacién de la integral definida.

5. Calcular el rea aproximada Sm con n=5 en cada tramo de la pared.
En este inciso se solicita la aproximacion del drea de interés para cada tramo dado.

Para ello, estimaremos el area, a través del calculo de la sumatoria de las areas de los rectangulos,
gue tienen igual base y sus respectivas alturas resultan del valor de la funcidn en el valor de x que
corresponda al maximo valor de la funcidn de cada sub intervalo generado. Por ello, para estimar el
area Sy r.amo1s S€ debe dividir el intervalo de estudio en 5 (cinco) partes iguales, lo que nos
determinara la base de cada rectangulo, mientras que la altura de cada uno de ellos sera diferente
y estard dada por el valor maximo de la funcién en cada sub intervalo.

I ———
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Tramo 1:
La funcidn f(x) estd definida para los valores de x desde O hasta 3.5 metros .

Se debe dividir el tramo completo en cinco partes para obtener cada subintervalo. Cada uno de
ellos sera de amplitud (3,5-0) /5= 0,7 metros. La funcién debe ser evaluada para el valor de x mayor
de cada subintervalo, obteniendo la altura de cada uno de ellos M;, siendo i = 1 hasta 5

Rectangulo 1: My = £(0,7) = 0,7 + = 1,2 [m]
Rectangulo 2: M, = f(1,4) = L4+ =19 [m]
Rectdngulo 3: M; = f(2,1) = 2,1 + ; = 2,6 [m]
Rectangulo 4: M, = f(2,8) = 2,8 +; = 3,3 [m]

Rectangulo 5: Mg = f(3,5) =3,5+ % = 4 [m]

Todos los rectangulos tendran como base la amplitud de cada subintervalo, es decir (3,5-0) /5= 0,7
metros y como altura M;, segin corresponda siendo i = 1 hasta 5.

Como el drea del rectangulo es base por altura, el area estimada del Tramo 1 esta dada por:
SMrramor = 07- My +0,7. M +..40,7. M5 = 0,7x(1,2+ 1,9+ 2,6 + 3,2+ 4) = 9,1 [m?]
Tramo 2:

La funcidon g(x) esta definida para los valores de x desde 3,5 hasta 8,5 metros. Los cinco
rectangulos tendran la base igual a (8,5 — 3,5)/5 = 1 metro, mientras que la altura de cada uno de
ellos estara dada por:

Rectangulo 1: M; = g(4,5) = —%(4,5 —6)2 +j—; = 4,45 [m]

_ 841

o0 = 4,67 [m]

Rectangulo 2: M, = g(5,5) = —3(5,5 —6)? +‘1‘_;

Rectangulo 3: M5 = g(6) = —%(6 —6)? +j—; = 4,7 [m]

ﬂ; = 4,67 [m]

, 1 2 47
: = ) = — - ;0 — —_ =
Rectangulo 4: M, = g(6,5) 5 (6,5—-6)"+ T

Rectangulo 5: Mg = g(7,5) = —%(7,5 -6)% + % = 4,45 [m]

Como el drea del rectangulo es base por altura, el drea maxima estimada del Tramo 2 esta dada
por:
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SMTramoz =1.M; +1.M, +..+1. M = 4,45 + 4,67 + 4,70 + 4,67 + 4,45 = 22,94 [mz]
Tramo 3:

La funcion w(x)esta definida para los valores de x desde 8,5 hasta 11,5 metros. Los cinco
rectangulos tendran una base de (11,5-8,5)/5= 0,6 metros, mientras que la altura de cada uno de
ellos estara dada por:

Rectangulo 1: M; = w(8.5) = — (8.5 — 22—5) =4 [m]
Recténgulo 2: M, =w(9,1) = —(9,1-2) = 3,4[m]
Recténgulo 3: M; = w(9,7) = — (9,7 —2) = 2,8 [m]

Recténgulo 4: M, = w(10,3) = — (10,3 - %) = 2,2 [m]

Recténgulo 5: My = w(10,9) = — (10,9 - 22—5) = 1,6[m]

Como el drea del rectangulo es base por altura, el area maxima estimada del Tramo 3 estd dada
por:

SMrramos = 0,6-My +,0,6.M; +..+0,6. M5 = 0,6x(4 + 3,4 + 2,8 + 2,2 + 1,6) = 8,4 [m?]
La suma de todas las Sy, ... . nos determinan un area total estimada:
El drea total Sy, de la pared esta dada por:
SM= SMrramor T SMrramoz T SMrramoz = 91+ 22,94 + 8,4 = 40,44 [m?]
6. Calcular el area aproximada Sm para cada tramo con n=5.

De manera similar al inciso previo, en este apartado hay que estimar el drea de la pared S,,,
para ello se debe dividir el intervalo de estudio en 5 (cinco) partes iguales, lo que nos determinara
la base de los rectangulos, mientras que la altura de cada uno de ellos sera diferente y estara dada
por el valor minimo de la funcién para el valor x que corresponda a ese minimo en el sub intervalo.

Tramo 1:
La funcidn f(x) estd definida para los valores de x desde 0 hasta 3.5 metros .

Se debe dividir el tramo completo en cinco partes para obtener cada sub intervalo. Cada uno de
ellos sera de amplitud (3,5-0) /5= 0,7 metros, mientras que la altura de cada uno de ellos estara
dada por:
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Rectangulo1: my; = f(0) =0 +% = 0,5 [m]

Rectdngulo 2: m, = f(0,7) = 0,7 +% = 1,2 [m]
Rectangulo3: m; = f(1,4) = 1,4 +% = 1,9 [m]
Rectangulo 4: m, = f(2,1) = 2,1 +3 = 2,6 [m]

Rectangulo 5: ms = f(2,8) = 2,8 +3 = 3,3 [m]
Como el drea del rectangulo es base por altura, el area del tramo 1 estd dada por:

S

MTramol

=0,7.m; +0,7.my +..40,7.ms = 0,7.(0,5+ 1,2 + 1,9 + 2,6 + 3,3) = 6,65 m?
Tramo 2:

La funcidon g(x) estad definida para los valores de x desde 3,5 hasta 8,5 metros. Los cinco
rectangulos tendran la base igual a (8,5 — 3,5)/5 = 1 metro,, mientras que la altura de cada uno de
ellos estara dada por:

Rectangulo 1: m; = g(3,5) = 4,01

Rectangulo 2: m, = g(4,5) = —%(4,5 -6)% + % = 4,45 [m]
Rectangulo 3: m; = g(5,5) = —%(5,5 -6)% + % = 4,67 [m]
Rectangulo 4: m, = g(7,5) = —3(7,5 -6)% + % = 4,45 [m]

Rectangulo 5: ms = g(8,5) = —%(8,5 -6)% + % = 4,01 [m]
Como el drea del rectangulo es base por altura, el drea estimada del Tramo 2 esta dada por:

S

MTramo?2

=1.my; +1.my +..41.ms = 4,01 + 4,45+ 4,67 + 4,45 + 4,01 = 21,59 [mz]
Tramo 3:

La funcién w(x)esta definida para los valores de x desde 8,5 hasta 11,5 metros. Los cinco
rectangulos tendran una base de (11,5-8,5)/ 5= 0,6 metros, mientras que la altura de cada uno de
ellos estara dada por:

Rectangulo 1: m; = w(9,1) = —(9,1-2) = 3,4 [m]

Rectangulo 2: m, =w(9,7) = —(9,7 — 22—5) = 2,8 [m]

I ———
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Rectangulo 3: m; = w(10,3) = —(10,3 = 2) = 2,2 [m]
Rectangulo 4: m, = w(10,9) = —(10,9 - 2) = 1,6 [m]

Rectangulo 5: ms = w(11,5) = — (11,5 - 22—5) =1[m]
Como el drea del rectangulo es base por altura, el area del Tramo 3 esta dada por:

S

MTramo3

= 0,6.my +,0,6.m, +..40,6.m5 = 0,6. (3,4 + 2,8+ 2,2+ 1,6 + 1) = 6,6 [m?]

Lasuma de todaslas S

mrramos NOS determinan un area total estimada:

Finalmente, area total S,,, de la pared esta dada por:

Sm = Sm Tramol

+ S

MTramo2

+ S

MTramo3

= 6,65 + 21,59 + 6,6 = 34,84 [m?]

Esto nos indica que el drea exacta se encontrara entre ambas dreas totales estimadas.

Para calcular exactamente cuanta pintura debe comprar Rodrigo aplicaremos el Teorema

Fundamental del Cdlculo (TFC) que nos permite de forma sencilla resolver las integrales.

7. Calcular el area exacta S de cada tramo.

A través de todos los conceptos y herramientas que se han adquirido, se sabe que la aplicacién
de la integral definida de una funcién continua o seccionalmente continua y positiva es el area

debajo de la curva. En este apartado haremos uso de esta aplicacion para calcular el area total de la

pared a pintar.

Tramo 1:
3,5 1 3,5 3,5 1 1 35 1 35
— _ — _ — 2 ) _ )
Sl_Jo (x+2)dx jo xdx+j0 de Zx |O +2x|0
1 2 _1:m2 loe_10)28 2
(2 (35)2 —2(0)?) + (535 20) =2 = 7,875 [m?]
Tramo 2:
85 1 47 85 1 8547
S, = (——(x—6)2+—)dx=f ——(x—6)2dx+f —dx =
3,5 9 10 3,5 9 3,5 10
1 8,5 8,5 47
—= (x2—12x+36)dx+f —dx =
9J35 35 10
1A 3 gy 85, 47 |85
5 (3x 6x° + 36x) 35 + oX 35"
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! (1(85)3 6(85)2+3685) (1(3 5)3 6(35)2+3635>] +(4785 4735) =
9I\3" ’ i 3 ’ " 10 7 1077/
~ 22,3426 [m?]
Tramo 3:

¢ f11,5 ( 25>d f11,5( Zs)d : 115 . f11,5 25d )
3 = —|x——=)dx = — x——|dx = — x dx — —dx) =
85 2 8,5 2 8,5 85 2

11,5 11,5 25 1
— xdx+f —dx = —(=x?
-L,s g5 2 2

11,5, 25 11,5
85) 1t 5|85

15

-Ga1s)?-385?%) + (2115 -285) =2 = 7,5 [m?
Area exacta total
Finalmente, el area total de la pared esta dada por:
S = Stramo1 + Stramoz + STramos
S ~ 37,7176 [m?]
La cantidad exacta de pintura que debera comprar Rodrigo

Para hallar la cantidad de pintura debemos multiplicar el drea exacta total hallada por la cantidad
de pintura que se requiere por [m?]

[cm?]
2

37,7176[m?] *250

[m?]
Por lo tanto, Rodrigo necesitard 9429,4 [cm3] de pintura, que corresponde a 9,4[l] de pintura.

8. Mediante el deslizador presentado en el apartado Situacion Dindmica, incrementar el
numero de rectangulos y analizar como varia el area aproximada bajo la curva.

Observar que cada tramo posee su propio deslizador. iA jugar!
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44| = Altura de Pared (m)

10 Sm = Minima area aproximada S,,,.I = Maxima area aproximada
g PrimerTramo, = 8 PrimerTramosS,, = 0
Y L
8 SegundoTramo =3 SegundoTramoS, , = 0
. .
7
Terce rTramom =0 Terce rTramoSM =4
&
1 47
gla) =5 (&~ 6+ 5
5 10
fla)=z+
4 T g
i . 25,
w(x) = —(v— 5
Siramo2|522:34 Stramo3 T 75 x = Ancho de Pared (m)

4 45 5 55 6 65 7 75 8 85 9 95 10105 11 115 12 125 13 135 14 145 15 155 16 165 17 17!
=21.06

<
~m tramo2
S

=8.63

M tramo3
Figura 2: Captura de la situacion dinamica de la MUA.

Figura 2: notar que los deslizadores que estan debajo de Sy estiman el area para cada uno
de los tres tramos, mientras que los deslizadores que estan debajo de Sm aproximan el drea. Debajo
de cada tramo se puede observar el valor del area aproximada, en el caso de los dos primeros
tramos. Finalmente, dentro de cada tramo se evidencia el valor del area exacta, denominada S.

9. Obtener conclusiones respecto al calculo de las areas aproximadas y el area exacta.

Una de las primeras conclusiones que seguramente pensaste es que cuan mayor es la cantidad
de rectangulos (pulsor del deslizador lo mas posible a la derecha) mas se acerca el valor del drea
estimada al valor exacto del area.

Empleando la integral definida, se calcula el valor exacto del area, ya que se considera que el
numero de rectangulos tiende a infinito. De esta manera, se evidencia que el célculo aproximado a
través de la suma mayor sobreestima el valor real del drea de la pared. Contrariamente, a través de
la suma inferior se subestima el valor. Esto nos lleva a afirmar que:

S <S<Sy
Para nuestro caso de estudio, por ejemplo, para cinco rectangulos se obtiene:

34,84 [m?] < 37,7176 [m?] < 40,44 [m?]
I
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Mientras que para veinte rectangulos (n=20) se obtiene:
37,01 [m?] < 37,7176 [m?] < 38,42[m?|

A medida que se incrementa n notamos que nos aproximamos cada vez mas al area exacta, que
obtenemos cuando aplicamos integral definida.
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