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Recta Tangente

La recta tangente a la grafica de f(x) es aquella recta en P(a, f(a)) que posee pendiente
igual a f '(a), la derivada de f en x = a. Si usamos la forma punto pendiente de la ecuacién de una
recta, podemos escribir una ecuacion de la recta tangente a la gréficade lacurvay = f (x) enel
punto P (a, f (a)) de la siguiente manera:

y-—f@=f'(@x-a

w , si este limite existe.

Siendo f'(a) = }llintl)

Para poder interpretar la derivada como la pendiente de la recta tangente en un punto

observe que:
Si suponemos que y es una cantidad que depende de otra cantidad x. Entonces podemos

«..n

llamarlas a “y” variable dependiente siendo “x” la

variable independiente, entonces entre ellas y\ tangente Q(athflath))

tenemos definida una funcion y = f(x).

fa+h)-fla)

Si incrementamos la variable x = a una
cantidad determinada h entonces ahora x = a + P
h, por lo tanto, el cambio en x (también conocido
como incremento de la variable X) es

Ax =a+h—a=h
Este cambio en la variable X ocasionara un /

1
|
1
1
1
|
i
cambio en la variable y, por lo que, si queremos /o /I a ath 7 x

NV

verlo reflejado en la funcidon, el mismo
correspondera a un cambio de altura en la gréfica, Ilustracién 1

denominado Ay

Ay = f(a+h)—f(a)

Si analizamos la razén entre los incrementos dados anteriormente podemos hallar la pendiente de
la recta secante que contiene a los puntos P y Q de la llustracién 1.

_Ay _ fla+th)~f(a)
Ax

m—Q- h

Ahora bien, si consideramos que el Punto Q se aproxima al punto P (/lustracion 2) esto
|
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ocasiona que h — 0. Entonces si existe el limite para h —0 del cociente de incrementos podemos

asegura que existe f'(a) y se interpreta como la pendiente de la recta tangente alacurva y =

f (x)enP (a f(a)).

fla+h)-f(a)

—flal Tim 2~ 1;
mp=f'(a)= lim %l_%l o

Ax—0 Ax

Derivadas Laterales

Con el objeto de estudiar algunos casos especiales definimos derivadas laterales.

. . . . A . a+h)—f(a
Derivada lateral izquierda: [lim 2= lim fa+h)-j(@)
Ax—0~ Ax h—-0~ h
. . A . a+h)—f(a
Derivada lateral derecha:  lim 2= lim flath)~f(a)
Ax—0t 4Ax  p>ot h
Podemos asegurar que:
. ., . _ . Ay . Ay .
Si la funcién es derivable en x=a = lim == lim =, esto es las derivadas lateras son
Ax—0— Ax Ax—0t Ax

iguales y existe recta tangentealacurva y = f (x) en P (a, f (a)).

Para dar una interpretacion geométrica a las derivadas laterales considere las semirrectas
secantes por derecha y por izquierda del punto P (a, f(a)) estas son las semirrectas desde el punto
P y que contiene al punto Q, si h >0 es la semirrecta secante por derecha, Q’ si h<0 semirrecta
secante por izquierda como se ve en la ilustracién 2.

Y|(Por izquierda)
h<0

fla+h)} ——/

flath) i-----

Ilustracion 2
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Asi la derivada lateral por derecha es el valor del limite de las pendientes de las rectas
secantes por derecha y la derivada lateral por izquierda es el valor del limite de las pendientes de
las rectas secantes por izquierda.

Si el valor de las pendientes de las rectas secantes en el punto (por la derecha y por la
izquierda) conforme h--->0 se acercan a un mismo numero la curva tiene recta tangente en ese
punto. En caso negativo, decimos que la funcién Y = f (X) no es derivable en x=a y la curva no

tiene recta tangenteen P (@, f (a)).

Funcion Derivada

Hasta ahora hemos definido la derivada en un determinado punto x= a.
Si ahora consideramos todos los puntos x del dominio de una funcién y = f(X) donde es

derivable, es decir, donde lim A_ existe, y evaluamos en dichos puntos el valor de la derivada en
AXx—0 X

cada uno de ellos, se obtendra una nueva funcién f'(x), lamada funcién derivada de f(x).

Esta nueva funcién f'(x) tendra como dominio el conjunto de puntos donde f(x) sea
derivable y el conjunto de las imagenes estard formado por las derivadas correspondientes,
evaluadas en cada uno de esos puntos.

Podemos decir:
f'(X) es la funcién derivada de  f (X) < f'(x) =lim f(X+AAX)_ () , si este limite
Ax—0 X

existe.

A continuacidn, estudiaremos casos donde la funcidn f(x) es continua en x=a pero no
derivable en ese punto.

Ejemplo de una curva que representa una funcién que no tiene recta tangente en un punto

—x*4+4 si —1<x<?2
Dad = -
ada fx) {x—Z Si 2<x<5

Se muestra en la ilustracién 3 la grafica de la funcidn y las de las rectas secantes por derecha e
izquierda en el punto x=2
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Por derecha
h>0

o

fe+H)T NNy T T T TS

1
1
|
1
&
/ x=2+h =2 x=2+h

Ilustracion 3

Vemos que las semirrectas secantes por la derecha y por la izquierda en X=2, no tienden al
mismo limite conforme h--->0 con lo que no existe recta tangente en X=2. Por lo que las derivadas
laterales, que son las pendientes de las rectas secantes por derecha e izquierda, son distintas

también.
. . . . Ay Ay
Cuando las derivadas laterales son distintas, es decir, cuando lim —=# -,
Ax—0~ AX  Ax-0t  AX

tendremos un caso de no existencia de limite, por lo tanto, alli la funcidn sera no derivable.

Caso Especial: Derivada Infinita, Rectas y Semirrectas Tangentes Verticales.

. A
Cuando lim <2 = o (caso de no y
Ax—0 4x Por defecha

existencia de limite), la funcion f no es derivable en
ese punto y, por convencién, decimos que alli la R
funcién tiene derivada infinita. Veamos que ocurre

Por izquierfa

con las rectas tangentes.

h<o0
El caso en que las derivadas laterales por o
derecha e izquierda son infinitas de igual signo,
estd asociado al hecho de que las rectas secantes
. . . N
tienden por derecha y por izquierda a una recta A T %

tangente vertical x=a ver ilustracion 4

f(a+h)

llustracion 4
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- . Ay . Ay . A . A
Si lim —=+o0y Ilim —=+4+0 0 lim 2= -0y lim ~=-ow
Ax—0~ Ax Ax—>0t  Ax Ax—0~ 4x Ax—0+  Ax

en X=a, entonces existe recta tangente vertical de ecuacioén x=a en P (a,f(a)).

En este caso el punto P (a;f(a)) es un punto de inflexién de f.

Para el caso en que los limites laterales son infinitos de distintos signos, tenemos que
conforme h-->0, por derecha y por izquierda las semirrectas tangentes tienden a la misma posicion
como se observa en lailustracidn 5. En este caso no existe recta tangente vertical sino decimos que

existe en el punto P (a,f(a)) semirrecta tangente vertical.
A

Por derecha

Por izyuierda

p- — — — — —
-

~
ath a x=ath X 4
llustracion 5
- . A . A . A . A
Si lim Z=-0wy lim Z=4n o0 im Z=—wy lim 2=+ en
Ax—0~ Ax Ax—0t  Ax Ax—0~ Ax Ax—0t  Ax

X=a, entonces existe semirrecta tangente vertical de ecuacién x=a en P (a,f(a)).

Recta Normal

La recta normal a una curva en un punto es aquella recta que es perpendicular a la recta
tangente a la curva en el punto considerado.
Si usa la forma punto pendiente de la ecuacion de una recta,

Yy —yo = m(x — x,) donde m es la pendiente y P (x, ¥,) el punto por donde pasa la recta

Considere para la ecuacién de la recta tangente a la gréficade lacurvay = f (x) en el
punto P (a, f (a)) lo siguiente:
_________________________________________________________________________|
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m = f'(a)xo = ay, = f(a)

Entonces resulta:

y-—f@=f'(@x-a

y=flakx-a+ f(a)

Como dijimos anteriormente, la recta normal a la grafica en el punto P es perpendicular a la
recta tangente a la grafica en ese mismo punto.

Por la condicién de perpendicularidad entre rectas resulta entonces que sus pendientes son
reciprocas y de signo cambiado.

Por lo tanto, la ecuacién de la recta normal a la grafica de f en el punto P (a, f(a)) es la
siguiente:

_ 1
T

(x—a)+ f(a)
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